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Resumo
Este trabalho tem como objetivo avaliar a influência dos efeitos da conservação de massa
no modelo de cavitação do mancal hidrodinâmico sobre a resposta dinâmica do sistema rotativo
no qual está inserido. Para isso, simulações computacionais foram realizadas, de forma a avaliar
o comportamento do mancal sujeito a carregamento estático e carregamento dinâmico, e com
isso, determinar em quais condições de operação do sistema rotativo a conservação de massa
no modelo se tornam relevantes para a análise. O modelo do sistema rotativo é construído por
meio do Método dos Elementos Finitos (MEF), onde o rotor é suportado por mancais hidro-
dinâmicos, modelados pela equação de Reynolds, cuja solução foi obtida através do Método
dos Volumes Finitos (MVF). Duas abordagens diferentes são utilizadas para modelar o mancal,
sendo a condição de Gumbel utilizada para as análises sem conservação de massa e o algoritmo
de cavitação da Elrod para as análises com conservação de massa. A primeira parte da aná-
lise desenvolvida nesse trabalho se refere à condição de carregamento estático, na qual foram
comparados diferentes modelos de cavitação (modelo de Gümbel (1914), Nowald et al. (2016),
Ausas et al. (2007) e Elrod (1981)), além da comparação entre o lócus do modelo de Güm-
bel (1914) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). A segunda parte da análise se refere à condição
de carregamento dinâmico, na qual através da análise não-linear, o mancal é inserido no sis-
tema rotativo operando sob diferentes razões de excentricidade, níveis de desbalanceamento,
níveis de assimetria do rotor, velocidade de rotação além da condição de run-up. Através das
simulações sob condição de carregamento estático, observou-se que não existem diferenças
significativas entre o modelo de Gümbel (1914) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). Já para a
condição de carregamento dinâmico, observou-se que a inclusão da conservação de massa do
modelo não leva a mudanças significativas na resposta dinâmica do rotor em condições nor-
mais de operação. Entretanto, condições próximas ao limiar de instabilidade mostram diferença
significativa na resposta dinâmica, uma vez que o modelo sem conservação de massa (Güm-
bel (1914)) atinge esse limite antes do modelo com conservação de massa (Vijayaraghavan e
Keith Jr (1989)).
Palavras-chave: Dinâmica de rotores, Cavitação em mancais, Mancais hidrodinâmicos
Abstract
This work aims to evaluate the influence of mass conservation effects of the hydrodynamic
bearing on the dynamic response of the rotating system in which it is inserted. Thus, computa-
tional simulations were performed in order to evaluate the behavior of the bearing under static
load and dynamic load conditions, to determine in which operational conditions of the rotating
system the model with mass conservation become relevant for the analysis. The rotating sys-
tem’s model is constructed using the Finite Element Method (FEM), and the rotor is supported
by hydrodynamic bearings, modeled by the Reynolds equation, whose solution was obtained
through the Finite Volume Method (FVM). Two different approaches are used to model the be-
aring, the Gumbel condition being used for the analysis without cavitation and the Cavitation
algorithm of Elrod for the analysis with cavitation. The first part of the analysis developed in
this work refers to the static load condition, in which different cavitation models were compa-
red (model of Gümbel (1914), Nowald et al. (2016), Ausas et al. (2007) and Elrod (1981)), in
addition to the comparison between the locus of the model of Gümbel (1914) and Vijayaragha-
van e Keith Jr (1989). The second part of the analysis refers to the dynamic load condition, in
which through nonlinear analysis, the bearing is inserted into the rotating system operating un-
der different eccentricity ratios, unbalance levels, rotor asymmetry levels, rotational speed and
the run-up condition. Through the simulations under the static load condition, it was observed
that there are no significant differences between the model of Gümbel (1914) and Vijayaragha-
van e Keith Jr (1989). For the dynamic load condition, it was observed that the inclusion of
mass conservation does not lead to significant changes in the dynamic response of the rotor
under normal operating conditions. However, conditions near to the instability threshold show
a significant difference in the dynamic response, since the model without mass conservation
(Gümbel (1914)) reaches this limit before the model with mass conservation (Vijayaraghavan e
Keith Jr (1989)).
Keywords: Rotordynamics, Cavitation in bearings, Hydrodynamic bearings.
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1 Introdução
A utilização dos moinhos de engenho e arados para agricultura na idade média, o de-
senvolvimento das primeiras máquinas a vapor na revolução industrial ou mesmo os primeiros
computadores no século XX mostram a necessidade do ser humano em criar meios que facilitem
a realização de suas tarefas. Esse comportamento se mostra presente em todos os períodos da
história, justificando assim a quantidade de invenções e soluções criadas para os mais diversos
problemas, seja na idade média, seja nos dias atuais.
Ainda que o desenvolvimento de soluções esteja presente em toda a história da humani-
dade, alguns períodos se destacam pela quantidade de inovações neles ocorridas. As Revoluções
Industriais são alguns dos principais exemplos que ilustram o grande volume de desenvolvi-
mento tecnológico em uma mesma época. Esses períodos foram de extrema importância para a
sociedade, não somente pelos avanços científicos e tecnológicos que perpetuam até hoje, mas
também por redefinir totalmente a relação entre o ser humano e as máquinas. Atualmente, a
sociedade presencia a 4𝑎 revolução industrial, com o surgimento de tecnologias capazes de
convergir os avanços digitais, físicos e tecnológicos, por meio de automação e robótica, por
exemplo.
Os progressos observados nas Revoluções Industriais mostraram que a substituição do
trabalho braçal pelo trabalho das máquinas poderia garantir produtos de maior qualidade, além
de aumentar a produtividade, o que alavancou o desenvolvimento de máquinas na época, para os
mais diversos setores da indústria. O desenvolvimento de novas tecnologias trouxe consigo a ne-
cessidade de desenvolvimento e aprimoramento dos seus elementos constituintes. Um exemplo
desses elementos são os mancais hidrodinâmicos, amplamente aplicados em máquinas rotativas.
O mancal hidrodinâmico é um elemento de grande importância para o funcionamento de
máquinas rotativas. O fluido lubrificante que o separa da superfície em movimento relativo pos-
sibilita a sustentação de grandes cargas em altas velocidades, além de reduzir drasticamente o
atrito entre as superfícies metálicas do par eixo-mancal. Tais características fazem com que esse
componente seja amplamente utilizado na indústria, explicando assim os diversos estudos e pes-
quisas envolvendo seu comportamento dinâmico e sua interação com os demais componentes
do sistema rotativo.
Os estudos envolvendo mancais muitas vezes buscam a modelagem matemática e a si-
mulação computacional desse componente, de forma a permitir a avaliação da sua influência no
comportamento dinâmico do rotor. Devido às suas condições de operação, a partir da rotação do
rotor, cria-se uma distribuição de pressão na superfície do mancal, que por sua vez, resulta nas
forças hidrodinâmicas atuantes no sistema. A inclusão dessas forças hidrodinâmicas na análise
da equação de movimento do sistema rotativo permite uma simulação mais condizente com a
realidade, garantindo, assim, resultados mais confiáveis e realísticos.
A importância da utilização de modelos mais confiáveis no estudo de mancais se dá princi-
palmente pela necessidade de prever o comportamento desses componentes no sistema rotativo.
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A previsão obtida nas simulações pode ser usada para diferentes finalidades, como o monito-
ramento do sistema rotativo, otimização de geometrias, aumento de eficiência, assim como o
monitoramento e diagnóstico de falhas. Essas finalidades justificam a necessidade de resultados
mais realísticos e confiáveis obtidos através de modelos mais completos. Entender o comporta-
mento do mancal hidrodinâmico no rotor e associá-lo ao comportamento dinâmico do sistema
rotativo é extremamente relevante, visto que os mancais podem influenciar significativamente a
resposta do sistema, assim, faz-se necessário utilizar bons modelos que descrevam seu compor-
tamento para atingir essas finalidades.
Nesse contexto, esse trabalho apresenta o desenvolvimento de um modelo computacional
capaz de introduzir os efeitos de cavitação pela garantia da conservação da massa nas simula-
ções do mancal. O modelo usa como base o Algoritmo de Cavitação de Elrod, responsável por
introduzir uma nova variável adimensional no equacionamento, permitindo assim reescrever
a equação de Reynolds de modo a incluir a conservação da massa no equacionamento (El-
rod (1981); Reynolds (1886)). Nesse algoritmo, diferentemente do usual, a pressão hidrodinâ-
mica é calculada indiretamente, já que a solução da equação proposta por Elrod indica a razão
entre a densidade do fluido com e sem pressão de cavitação.
O modelo desenvolvido no presente trabalho usa a abordagem proposta por Vijayaragha-
van e Keith Jr (1989) para o desenvolvimento do algoritmo de Elrod. Entretanto, enquanto
Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) usaram o método das diferenças finitas, esse trabalho propôs
a utilização do método dos volumes finitos (MVF) para sua resolução.
A inclusão da conservação de massa no modelo do mancal visa verificar as principais
mudanças na distribuição de pressão e forças hidrodinâmicas em relação ao modelo que não
considera essa conservação. Conhecendo essas diferenças, tanto para o caso estático (lócus do
rotor) quanto para o caso dinâmico (órbitas do rotor), faz com que seja possível analisar as faixas
de operação em que tal conservação resulta em mudanças significativas no comportamento do
mancal, de forma a influenciar o comportamento dinâmico do rotor.
A principal contribuição deste trabalho está relacionada à avaliação da conservação de
massa no modelo de cavitação no comportamento dinâmico do rotor, bem como na determi-
nação das condições operacionais do rotor em que estes efeitos tornam-se mais evidentes e re-
levantes para as análises dinâmicas do sistema rotativo. A partir desta contribuição, resultados
mais realistas podem ser obtidos, resultados esses que melhoram a análise do sistema rotativo,
e são capazes de auxiliar o monitoramento de condições e o diagnóstico de falhas aplicados a
máquinas rotativas.
20
2 Revisão Bibliográfica
O componente em estudo nesse trabalho é o mancal hidrodinâmico, que segundo Nor-
ton (2013) pode ser definido como um componente que possibilita o movimento relativo entre
duas peças. Marco (2007) aponta em seu trabalho uma famosa frase de A. G. M. Michell, no
qual afirma que mancais são males necessários, mas que tem seu mérito pela menor absorção de
potência, menor desgaste, ocupando o menor espaço possível com baixo custo. Tanto o desgaste
quanto o calor eram problemas frequentes nas máquinas, e a utilização de mancais lubrificados
se mostrou muito adequada para resolver esse tipo de problema.
Motivados pela busca da solução para o atrito, muitos pesquisadores começaram a se en-
volver com as questões de lubrificação. O início se deu com três grandes pesquisadores, Nicolai
Petrov, Beauchamp Tower e Osborne Reynolds. Os três trabalharam de forma independente,
mas todos chegaram a pontos importantes sobre a teoria de lubrificação. Os dois primeiros ti-
veram, em sua maioria, trabalhos experimentais, não possuindo uma base teórica que pudesse
explicar os resultados obtidos. Assim, era necessário validar seus experimentos com uma nova
base teórica. Essa base foi criada por Reynolds (1886), que desenvolveu a equação que deter-
mina o comportamento dinâmico do fluido no mancal.
Os experimentos realizados por Tower (1883) e Petrov (1883) foram de extrema importân-
cia para a determinação das características e comportamento do fluido lubrificante no mancal.
Petrov (1883), com seus experimentos, postulou que a propriedade importante do fluido em re-
lação ao atrito é a viscosidade e não a densidade, como se achava até então. Também postulou
que a natureza do atrito não vem da interação entre duas superfícies sólidas, mas sim devido
ao cisalhamento viscoso no fluido lubrificante. Tower (1883) em seus experimentos conseguiu
descobrir a presença de pressões hidrodinâmicas no filme de fluido, o que possibilitou verificar
que o eixo ficava suspenso no mancal, e que o cálculo da integral dessa pressão na superfície do
mesmo resultava na carga aplicada sobre ele.
Os trabalhos de Petrov (1883) e Tower (1883) foram de extrema importância na carac-
terização do comportamento do fluido no mancal. A base teórica que descreveu os resultados
obtidos nos experimentos e que possibilitou o tratamento matemático desse fenômeno foi de-
senvolvida por Reynolds (1886). Para o desenvolvimento da equação, Reynolds utilizou a equa-
ção de Navier-Stokes e a equação da continuidade sob as condições de operação do mancal.
De acordo com Shigley e Mischke (2005), além de aplicar tais condições, foi necessário utilizar
algumas hipóteses simplificadoras. A equação desenvolvida por Reynolds comprovou os experi-
mentos realizados por Tower e Petrov, e por representar muito bem o fenômeno de lubrificação,
vem sendo utilizada até os dias de hoje.
A equação de Reynolds é uma equação diferencial parcial não homogênea de termos
não lineares, por isso possui difícil solução analítica. A solução dessa equação determina o
campo de pressão em função da coordenada circunferencial e coordenada axial. De acordo com
Marco (2007), o amadurecimento da área de lubrificação na engenharia se deu pela tentativa
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de solução dessa equação. Pela sua complexidade, a equação de Reynolds pode ser resolvida
analiticamente com solução simplificada para alguns casos, como os mancais infinitamente lon-
gos e mancais infinitamente curtos, que, segundo Frene et al. (1997), são os mancais cuja razão
comprimento do mancal por seu diâmetro (L/D) é maior que 4 e menor que 0,25, respecti-
vamente. A solução analítica para mancais finitos, que possuem razão L/D entre 0,25 e 4, foi
proposta por Sfyris e Chasalevris (2012). Embora a solução analítica seja de grande importância
devido a diminuição de custo computacional, a solução apresentada no trabalho é de elevada
complexidade, justificando a utilização de métodos numéricos ainda em trabalhos recentes da
literatura.
Uma das primeiras tentativas de solução analítica da equação foi feita por Reynolds para
mancais longos, entretanto sua tentativa não teve sucesso. Alguns anos depois, Sommerfeld
foi responsável por obter a solução analítica exata para mancais infinitamente longos. Para
conseguir isso, Sommerfeld (1904) assumiu que não existe fluxo de lubrificante na direção
axial, ou seja, a variação da pressão na direção axial pode ser assumida nula. A partir disso,
Sommerfeld obteve uma simplificação da equação de Reynolds, e com isso obteve a solução
analítica para esse tipo de mancal.
A solução da equação de Reynolds para mancais infinitamente curtos foi obtida por Oc-
virk (1952) e DuBois e Ocvirk (1953), que fizeram a consideração que o fluxo na direção cir-
cunferencial do mancal poderia ser desprezado. Essa consideração possibilitou a simplificação
da equação de Reynolds e consequentemente a solução analítica para mancais desse tipo. Obter
a solução para mancais curtos teve grande importância pois a maioria dos mancais utilizados
são mancais de razão L/D menor que 1, logo, bem diferente das faixas utilizadas para a solução
de mancais infinitamente longos.
Tanto a solução analítica para mancal curto quanto a solução para mancal longo se mostra-
ram muito importantes para a teoria de lubrificação. Entretanto, por lidarem com casos extremos
de mancais (infinitamente longos ou infinitamente curtos), acabaram dificultando a sua aplica-
ção. Para resolver esse problema, diversos pesquisadores começaram a desenvolver métodos
numéricos que lidassem com os diferentes tipos de mancais. Um dos precursores no desenvol-
vimento desses métodos foi Pinkus e Lynn (1956). Aplicando o método de diferenças finitas,
Pinkus obteve a solução para diferentes tipos de mancais finitos, com diferentes geometrias e
condições de operação.
A utilização dos computadores para a solução da equação de Reynolds permitiu aos pes-
quisadores da área explorar novas abordagens do problema, e eliminar algumas simplificações
aplicadas aos antigos modelos para facilitar o equacionamento. Os trabalhos de Pinkus (1959) e
Machado (2011), por exemplo, apresentam resultados para o modelo de mancais finitos de dife-
rentes geometrias. Já os trabalho de Pinkus e Bupara (1979) e Manke et al. (1992) são exemplos
de modelos considerando o desalinhamento. O estudo envolvendo a análise termohidrodimâ-
mica (THD) do mancal foi abordada, por exemplo, por Cameron (1951) e Bouard et al. (1996).
Outra nova abordagem foi a introdução do efeito de rugosidade, mostrada nos trabalhos de Patir
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e Cheng (1978) e Patir e Cheng (1979), em que os autores avaliaram a influência desse efeito no
comportamento do componente. Outro efeito abordado nos modelos de mancal foi sua defor-
mação mecânica e térmica (TEHD), retratada, por exemplo, nos trabalhos de Wang et al. (2002)
e Kim et al. (1995). Por fim, como último exemplo tem-se os modelos de cavitação em mancais,
propostos por Elrod (1981) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989)
Devido à complexidade matemática e computacional, as primeiras soluções da equação
de Reynolds não levaram em consideração a possibilidade da descontinuidade no fluido lubrifi-
cante devido à presença de cavitação, nem as possíveis implicações disso na análise estática ou
dinâmica. A solução proposta por Sommerfeld (1904), por exemplo, apresenta uma distribuição
de pressão antissimétrica, com um pico de pressão positivo (região convergente do filme lubri-
ficante) e outro negativo (região divergente). Segundo Braun e Hannon (2010), essa solução é
correta quando o fluido de trabalho considerado pode suportar grandes tensões, já que caso con-
trário, os baixos valores de pressão fariam com que o fluido vaporizasse e provocasse cavitação
no mancal.
Gümbel (1914) foi o primeiro pesquisador a levar em consideração a ruptura do filme
pelo fenômeno de cavitação. Segundo seu trabalho, para região divergente do mancal a pressão
seria constante e igual à pressão de cavitação do fluido lubrificante. Trabalhando de forma in-
dependente, Swift (1932) e Stieber (1933) tentaram solucionar o problema de cavitação de uma
forma alternativa à proposta por Gumbel. Ao invés de descartar a parte negativa da solução de
Sommerfeld, a nova alternativa buscava o ponto onde a derivada na pressão na direção circun-
ferencial do mancal fosse nula, fazendo com que a partir desse ponto a pressão fosse constante
e igual à pressão de cavitação do lubrificante.
A busca por um modelo que retratasse corretamente o fenômeno da cavitação passou por
vários pesquisadores, entretanto, segundo Braun e Hannon (2010), independentemente do seu
sucesso, nenhum deles foi capaz de explicar o movimento de líquido e gás na fronteira da região
cavitada mantendo a conservação da massa. Os responsáveis por solucionar esse problema fo-
ram Floberg (1973), Jakobsson e Floberg (1957), Olsson (1965) e Floberg (1974), responsáveis
pela chamada teoria de cavitação de Jakobson, Floberg e Olsson (JFO).
A teoria proposta por JFO divide a solução da equação de Reynolds para dois casos, a sa-
ber, líquido com tensão igual a zero e líquido com tensões finitas. A separação do problema para
esses dois casos implica na solução da equação de Reynolds para duas configurações diferentes,
que garantem a conservação da massa na fronteira líquido/vapor e que na forma como foram
deduzidas, explicam corretamente como esse fenômeno acontece. A teoria proposta por JFO foi
amplamente aceita e adotada pelos demais pesquisadores, surgindo assim várias abordagens de
solução que adotavam a nova ideia.
Uma das abordagens criadas a partir da teoria proposta por JFO foi a desenvolvida por El-
rod e Adams (1974). O método numérico proposto pelos pesquisadores simplificou a abordagem
da conservação nas regiões cavitadas e não cavitadas. Eles foram responsáveis por introduzir
em seu modelo uma variável adimensional responsável por indicar a razão entre a densidade do
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fluido acima e na pressão de cavitação (𝜃 = 𝜌/𝜌𝑐𝑎𝑣). Além disso, introduziram também uma
variável dimensional (𝛽 = 𝜌𝑑𝑝
𝑑𝜌
, o Módulo Volumétrico) que permitiu determinar uma expressão
que relacionava a pressão do fluido lubrificante com a nova variável adimensional 𝜃.
A introdução dessas duas novas variáveis junto à função "switch" permitiu reescrever a
equação de Reynolds para uma forma em que a solução da mesma não resultasse na distribuição
de pressão, mas sim a variável 𝜃 ao longo do domínio do mancal. Diferentemente da equação
de Reynolds original, a pressão é calculada indiretamente nesse novo método. A vantagem
desse método foi a possibilidade de resolver o problema usando somente uma equação, que
aborda tanto a região cavitada quanto a não cavitada. Alguns anos mais tarde, Elrod (1981)
ainda refinou a metodologia proposta anteriormente o que resultou no chamado ”Algoritmo de
cavitação de Elrod”.
Outra contribuição importante foi proposta por Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). Usando
a teoria de JFO e o algoritmo de cavitação de Elrod, conseguiram aumentar a eficiência do
método com a adição de uma nova relação, responsável por relacionar diretamente a variável
𝜃 com a pressão, facilitando assim sua inclusão no algoritmo. Vijayaraghavan e Keith (1990)
buscaram métodos computacionais mais eficientes para a resolução do modelo de cavitação,
introduzindo também o efeito de desalinhamento no equacionamento.
O desenvolvimento de modelos computacionais que descreviam o comportamento do
mancal sob efeito da conservação de massa na cavitação permitiu diversas análises envol-
vendo esse fenômeno. Brewe (1986), Woods e Brewe (1989), Brewe e Jacobson (1987) e Wil-
son (1974) são exemplos de trabalhos que usaram os modelos propostos por Elrod (1981) para
determinar o comportamento dinâmico do mancal sob efeito da conservação de massa no man-
cal, avaliando para isso os efeitos de carregamentos cíclicos complexos e o efeito da conserva-
ção de massa na cavitação na amplitude de vibração. A partir desses trabalhos, a ideia de que a
cavitação na forma de vapor ocorre predominantemente em mancais carregados dinamicamente
foi amplamente aceita. Outro trabalho, que também levou em consideração a análise do fenô-
meno de cavitação em mancais, foi feito por Paranjpe e Han (1995), que propôs um modelo
incluindo a equação da energia para avaliar os efeitos térmicos no componente associados aos
efeitos da cavitação.
Os avanços referentes à inclusão da cavitação foram notáveis e permitiram análises mais
confiáveis. Pesquisas mais recentes buscaram novas formas de abordagem desse efeito, como
exemplo os trabalhos de Ausas et al. (2007) e Ausas et al. (2009), Nowald et al. (2016) e
Profito (2015), que propuseram modelos diferenciados para cavitação em mancais. Em seu tra-
balho, Ausas et al. (2007) avaliam o impacto dos efeitos de cavitação em um mancal com
microtexturas, utilizando para isso uma formulação que modifica a equação de Reynolds adi-
cionando uma variável Θ em todos os termos da equação. Já os trabalhos de Profito (2015) e
Ausas et al. (2009) utilizam a mesma ideia, entretanto, adicionam a variável Θ somente nos
termos de cunha e esmagamento (wedge e squeeze). O trabalho de Nowald et al. (2016) aborda
uma proposta diferente, uma vez que usa uma função de transição na equação de Reynolds que
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indica a transição entre os estados de filme completo e filme cavitado. É importante ressaltar
que os trabalhos citados aqui, diferentemente do que foi realizado por Elrod, trabalham com a
solução direta da pressão na equação de Reynolds.
Outros estudos atuais visam avaliar a influência da cavitação no comportamento dinâmico
do rotor assim como verificar como esse fenômeno pode se relacionar a falhas no mancal. O
trabalho de Concli (2016) é um exemplo de busca da influência dos modelo de cavitação na
distribuição de pressão do mancal. Já Santos (1995) tenta incluir os efeitos da conservação de
massa na cavitação nas simulações de mancais sob carregamentos dinâmicos. Outro exemplo é
o trabalho de Sawicki e Rao (2004), em que discute os efeitos da cavitação na estabilidade do
mancal. Os trabalhos citados mostram que o estudo do fenômeno de cavitação em mancais é
um problema atual e ainda objeto de estudo de diversos pesquisadores.
A evolução na modelagem de mancais é constante e cada vez mais busca permitir análises
mais confiáveis e condizentes com a realidade. Os trabalhos descritos anteriormente confirmam
essa evolução, e diante deste contexto, o trabalho aqui apresentado visa dar continuidade nessa
investigação, tomando por base todas as descobertas e avanços desenvolvidos pelos pesquisa-
dores já citados. A principal contribuição desse trabalho está na determinação das condições de
operação em que a inclusão da conservação de massa no modelo de cavitação no mancal hidro-
dinâmico resulta em mudanças significativas no comportamento do rotor. O desenvolvimento
de um modelo computacional capaz de incluir os efeitos da conservação de massa na simulação
dos mancais permite avaliar as principais mudanças na distribuição de pressão e forças hidrodi-
nâmicas em relação aos modelos que não consideram tal efeito, levando assim à determinação
das faixas operacionais em que esse efeito se torna relevante para o equacionamento.
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3 Conceitos fundamentais da lubrificação em mancais hidrodinâ-
micos
Um sistema mecânico é composto por diversas peças e componentes que interagem entre
si de forma a realizar determinada atividade ou função. A união desses componentes pode ser
feita de diversas formas, sendo necessário somente que se preserve a liberdade de movimento
por ela requisitada. A engenharia vem a tempos tentando encontrar melhores formas de estabe-
lecer a união desses componentes, buscando minimizar atrito, vibrações e ruídos, por exemplo.
Um dos componentes amplamente usados para estabelecer a união descrita acima é o
mancal. Segundo Norton (2013), duas superfícies que possuem movimento relativo entre si,
constituem por definição, um mancal. Existem diversos tipos de mancais, como os de rola-
mento, planos e radiais, cada qual destinado a um tipo de máquina ou condição de trabalho. A
verificação de qual tipo é mais condizente para cada caso provém dos movimentos e esforços
envolvidos no problema tratado.
O foco desse trabalho está nos mancais hidrodinâmicos radiais, como o exemplo esque-
matizado na figura 3.1. Esse componente é responsável por possibilitar o movimento relativo
do eixo em relação ao mancal, movimento esse comum em máquinas rotativas. Por se tratarem
de movimentos rotativos, muitas vezes de alta rotação, pode-se perceber que na ausência de
meios lubrificantes entre o par constituinte do mancal, o nível de ruído e desgaste ocasionado
pelo atrito entre as peças seria muito elevado, assim, para o correto funcionamento desse tipo
de componente, a presença de lubrificação é extremamente importante.
Figura 3.1: Esquema de um mancal hidrodinâmico radial
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3.1 Lubrificação
Lubrificação é o termo designado à inserção de uma substância responsável por facilitar o
movimento relativo entre peças pela redução do atrito entre as mesmas. A redução no atrito se
dá pois o atrito ocorre pelo cisalhamento dessa substância, assim, as substâncias designadas para
esse tipo de aplicação têm baixa resistência ao cisalhamento (baixa viscosidade), tornando-se
assim adequadas para utilização em mancais.
Segundo Machado (2011), além de permitir a redução no atrito entre eixo e bucha do man-
cal radial, os fluidos lubrificantes escolhidos corretamente também têm a vantagem de diminuir
a temperatura no acoplamento, agir como inibidor de corrosão e amortecedor para variações
bruscas de carga. Tais pontos fazem com que a lubrificação hidrodinâmica seja capaz de au-
mentar consideravelmente a vida útil dos componentes acoplados.
A lubrificação pode se apresentar no sistema de três formas: a lubrificação por filme com-
pleto, filme misto ou lubrificação de contorno. Esses três tipos podem ocorrer nas máquinas
devido ao processo de liga/desliga ou mesmo mau funcionamento. Inicialmente, lubrificação de
contorno é caracterizada pelo contato contínuo e extenso entre as superfícies, garantindo assim
um elevado coeficiente de atrito, além de grande desgaste das superfícies. Esse tipo de contato
pode ser visualizado na figura 3.2a. A lubrificação por filme completo se dá pela inexistência de
contato entre as superfícies, o que explica seus reduzidos coeficientes de atrito e desgaste das
superfícies. Na figura 3.2c pode-se observar esse tipo de lubrificação. Finalmente, a lubrifica-
ção mista se dá pela união dos dois tipos de lubrificação, ou seja, pelo contato intermitente das
superfícies. Na figura 3.2b é possível observar esse tipo de lubrificação.
(a) Lubrificação de contorno (b) Lubrificação Mista (c) Lubrificação Completa
Figura 3.2: Tipos de lubrificação observados no mancal: (a) Lubrificação de contorno; (b) Lu-
brificação Mista; (c) Lubrificação Completa (Adaptado de Norton (2013)).
A figura 3.3 expõe a mudança no coeficiente de atrito durante o acionamento de uma má-
quina. O elevado atrito no período inicial é explicado pela lubrificação de contorno, já que o
eixo está inicialmente encostado na parede do mancal. Com o início da sustentação do eixo, o
contato entre as superfícies é diminuído, caracterizando a lubrificação mista. Com a estabiliza-
ção do mancal, o tipo de lubrificação observado é a lubrificação de filme completo, explicando
o baixo atrito e sua dependência com a velocidade.
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Figura 3.3: Variação do coeficiente de atrito de acordo com a velocidade relativa (Adaptado de
Norton (2013))
As vantagens apresentadas no uso de lubrificantes nos mancais são vistas somente quando
se verifica a lubrificação completa, por isso, a manutenção das máquinas de forma a evitar o
mau funcionamento dos mancais deve ser feita constantemente, minimizando assim os danos
verificados pelo atrito seco presente nos demais tipos de lubrificação.
Além das melhorias indicadas anteriormente para a utilização de fluidos lubrificantes nos
mancais, outro ponto estudado é a sua influência no comportamento dinâmico da máquina.
Como verificado por Tower (1883) em seus experimentos, o funcionamento da máquina per-
mite o desenvolvimento de pressões e forças hidrodinâmicas no mancal, responsáveis pela sus-
tentação do eixo. Tais forças podem ter efeitos significativos no comportamento dinâmico da
máquina, dependendo de geometria e materiais das peças, portanto, entender bem os fenôme-
nos envolvidos na lubrificação e como isso se mostra dentro do sistema tem se tornado cada vez
mais importante, justificando assim a busca por modelos que possam descrever corretamente
esse fenômeno.
3.2 Equação de Reynolds
A descrição matemática do comportamento do fluido lubrificante no mancal tem grande
valor para as simulações desenvolvidas nos sistemas mecânicos. A possibilidade de avaliar a
distribuição de pressão ao longo do mancal, assim como as forças nele atuante são importantes
tanto para a avaliação do funcionamento do mancal quanto para a verificação da sua influência
no sistema. A modelagem matemática que permitiu a inclusão desse efeito na análise foi de-
senvolvida por Reynolds (1886), que em seu trabalho utilizou as equações de Navier-Stokes e
Equação da Continuidade para determinar a equação base da teoria clássica da lubrificação.
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Reynolds (1886) descreve em seu trabalho a metodologia utilizada para determinar a
equação diferencial parcial não homogênea capaz de descrever o comportamento do fluido lu-
brificante no mancal. A equação de Reynolds pode ser vista na equação 3.1:
𝜕
𝜕𝑥
(︂
ℎ3
𝜕𝑝
𝜕𝑥
)︂
+
𝜕
𝜕𝑦
(︂
ℎ3
𝜕𝑝
𝜕𝑦
)︂
= 6𝜇𝑈
𝜕ℎ
𝜕𝑥
+ 12𝜇
𝜕ℎ
𝜕𝑡
(3.1)
Nessa equação, 𝜇 indica a viscosidade absoluta do fluido lubrificante, ℎ é a espessura
de filme, 𝑝 é a pressão hidrodinâmica desenvolvida no mancal, U é a velocidade tangencial na
superfície do eixo, t é o tempo e 𝑥,𝑦 são as coordenadas circunferencial e axial respectivamente.
A parte esquerda da equação apresenta os termos referentes ao gradiente de pressão no mancal
nas direções circunferencial e axial, enquanto a parte direita da equação apresenta os termos de
cunha e "squeeze"(esmagamento de filme).
A solução da equação de Reynolds para as condições simuladas permite a determinação
da distribuição de pressão no mancal, que por sua vez permite também o cálculo das forças
hidrodinâmicas. As duas principais abordagens para a solução dessa equação são para carre-
gamentos estáticos e carregamentos dinâmicos. A solução analítica da Equação de Reynolds
existe na forma completa, como discutido por Sfyris e Chasalevris (2012), entretanto, se mostra
como uma solução de complexa implementação, implicando assim na utilização de métodos
numéricos capazes de solucionar o problema de forma mais simplificada.
3.3 Características do mancal hidrodinâmico
A grande maioria das máquinas rotativas possuem esforços radiais em seus eixos, seja
pelo próprio peso dos componentes nele instalados, seja por esforços transmitidos a ele pelo
funcionamento do sistema. A presença de mancais radiais na estrutura é requisitada para su-
portar essas cargas, uma vez que o movimento relativo entre as superfícies do mancal aliado à
variação na espessura de filme ao longo do mancal desenvolve pressões hidrodinâmicas respon-
sáveis pela sustentação do eixo.
Partindo inicialmente do repouso, o eixo se encontra alojado na parede inferior do man-
cal, em contato direto com a superfície (figura 3.4a). Ao iniciar o movimento, o eixo escala
a parede do rotor devido ao atrito desenvolvido entre as superfícies, ao mesmo tempo que o
fluido é cisalhado e direcionado para a menor espessura de filme (figura 3.4b). Por fim, o eixo
se descola totalmente do mancal e se desloca até a região de equilíbrio (figura 3.4c), em que con-
tinua o processo de cisalhamento acarretando na distribuição de pressão e consequentes forças
hidrodinâmicas que suportam o eixo.
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(a) Mancal em repouso (b) Início do Movimento (c) Mancal em Equilíbrio
Figura 3.4: Etapas observadas no funcionamento do mancal: (a) Mancal em repouso; (b) Início
do Movimento; (c) Mancal em Equilíbrio (Adaptado de Norton (2013))
O cálculo da pressão e forças hidrodinâmicas pode ser feita a partir da solução da equação
de Reynolds. Analisando os termos da equação, é possível verificar que a distribuição de pressão
depende das propriedades do fluido devido à viscosidade, mas depende também da geometria do
mancal e da espessura de filme. A figura 3.5 apresenta as principais características geométricas
do mancal e a distribuição de pressão nele desenvolvida.
Figura 3.5: Esquema da geometria de um mancal hidrodinâmico radial (adaptado de Nor-
ton (2013))
O cálculo da espessura de filme pode ser feita conhecendo a posição do eixo nas direções
𝑥 e 𝑦, como descrito por Frene et al. (1997). A expressão que descreve a espessura do fluido
lubrificante ao longo do mancal pode ser vista na equação 3.2:
ℎ(𝜃) = 𝐶𝑟 + 𝑒𝑥 𝑠𝑒𝑛𝜃 − 𝑒𝑦 cos 𝜃 (3.2)
Onde 𝐶𝑟 é a folga radial, 𝑒𝑥 e 𝑒𝑦 são as posições do centro do eixo nas direções 𝑥 e 𝑦
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respectivamente. A equação de Reynolds também depende da variação da espessura de filme no
tempo, que pode ser obtida derivando diretamente a expressão 3.2 no tempo, como apresentado
na equação 3.3:
𝜕ℎ
𝜕𝑡
= ?˙?𝑥 𝑠𝑒𝑛𝜃 − ?˙?𝑦 cos 𝜃 (3.3)
Onde ?˙?𝑥 e ?˙?𝑦 são as velocidades do rotor nas direções 𝑥 e 𝑦 respectivamente. Uma vez
apresentado os conceitos fundamentais relacionados à lubrificação em mancais, pode-se então
aprofundar-se ao tema principal deste trabalho, que se refere à cavitação em mancais hidrodi-
nâmicos.
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4 Cavitação em mancais hidrodinâmicos radiais
Segundo Dowson e Taylor (1979), cavitação é o fenômeno que caracteriza a descontinui-
dade de um fluido pela presença de gases ou vapor. As causas desse fenômeno, assim como
as influências dele dentro dos sistemas vem sendo amplamente estudadas, grande parte com
ênfase em sistemas hidráulicos, como bombas e turbinas hidráulicas. A cavitação nesses siste-
mas remete muitas vezes à instabilidades e desgaste nas superfícies em que o escoamento está
cavitado. Essa última característica pode ser verificada na figura 4.1.
Figura 4.1: Exemplo de cavitação nas hélices de uma turbina hidráulica
[https://en.wikipedia.org/wiki/Propeller acessado em 28/01/2019]
Esse trabalho tem como enfoque a análise e modelagem da cavitação em mancais hidro-
dinâmicos de máquinas rotativas. Embora os efeitos desse fenômeno não sejam tão evidentes
quanto os observados nas bombas e turbinas hidráulicas, a análise da cavitação em mancais hi-
drodinâmicos tem se tornado cada vez mais importante devido às novas condições de operações
das máquinas rotativas, cada vez com maiores velocidades de rotação e cargas que podem acar-
retar no aumento do desgaste, assim como pelo maior grau de exigência em relação às predições
desse componente.
A presença de uma cunha divergente de óleo no mancal hidrodinâmico radial, faz com
que a cavitação seja um fenômeno inerente a esse tipo de componente. Tal análise já havia sido
reportada por Reynolds (1886), que verificando os mecanismos de geração de pressão dentro
do mancal percebeu a possibilidade de cavitação na região de cunha divergente assim como
a influência desse fenômeno na solução da Equação de Reynolds e na carga suportada pelo
mancal.
A cavitação nos mancais hidrodinâmicos radiais pode aparecer de duas formas no sistema:
∘ Cavitação por Gás: Gases vizinhos ao mancal migram e se dissolvem no fluido lubrifi-
cante devido a queda de pressão para valores abaixo da pressão de saturação.
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∘ Cavitação por Vapor: Vapor é gerado dentro do fluido lubrificante devido a queda de
pressão abaixo da pressão de vaporização.
Segundo Dowson e Taylor (1979), o estudo e modelagem da cavitação em mancais hi-
drodinâmicos tem possibilitado a simulação desses componentes e a predição do comporta-
mento do fluido lubrificante com resultados aceitáveis para a engenharia na maioria das suas
aplicações. Entretanto, ainda que os resultados sejam aceitáveis e permitam uma análise mais
condizente com a realidade, o entendimento físico do fenômeno dentro do mancal ainda não
é satisfatório. Algumas das áreas de estudo que buscam o entendimento e modelagem desse
fenômeno são a natureza física da cavitação, as condições de contorno para as regiões em que
esse fenômeno ocorre e o desgaste devido à cavitação.
4.1 Natureza física da cavitação em mancais hidrodinâmicos
A equação proposta por Reynolds (1886) para descrever o comportamento do fluido lu-
brificante mostra como a formação de uma cunha no filme de óleo está relacionada com a sua
distribuição de pressão. A variação na espessura de filme responsável pela cunha pode ser tanto
no sentido convergente quanto no divergente, e ambos os casos refletem em uma distribuição
de pressão. O caso convergente reflete em um campo de pressão positivo, enquanto a cunha
divergente reflete em um campo de pressão negativo. A figura 4.2(a) mostra justamente a ge-
ometria da cunha de fluido lubrificante, indicando a cunha convergente (à esquerda) e a cunha
divergente (à direita). A figura 4.2(b) mostra a distribuição de pressão no mancal caso o fluido
avaliado fosse capaz de suportar tais magnitudes de pressão.
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(a) Geometria da cunha do filme de óleo
(b) Distribuição de pressão considerando que o fluido é capaz de suportar tais pres-
sões
Figura 4.2: Distribuição de pressão ao longo do fluido lubrificante: (a) Geometria da cunha do
filme de óleo; (b) Distribuição de pressão considerando que o fluido é capaz de suportar tais
pressões
A grande questão envolvendo a distribuição de pressão ao longo do mancal é que o fluido,
embora seja capaz de suportar elevadas pressões positivas, em sua maioria não é capaz de su-
portar elevadas pressões negativas, ocasionando assim na ruptura do fluido lubrificante pela
presença de gases, vapor ou mistura deles, como apontado por Dowson e Taylor (1979). A rup-
tura do filme pode se dar de duas formas: a primeira referente ao limite de saturação de gás do
fluido e a segunda referente à vaporização do fluido. A primeira condição ocorre quando gás
migra do ambiente externo para o fluido e atinge o limite de saturação do mesmo, fazendo com
que sejam formadas fases gasosas. Já a segunda acontece quando a pressão é inferior à pressão
de vapor do fluido, fazendo com que o fluido seja vaporizado, formando a fase gasosa.
A ruptura se mostra no sistema como a cavitação do filme de óleo, e a consequência disso
para a distribuição de pressão é primeiramente uma região de pressões positivas verificada na
parte convergente da cunha de óleo seguida por uma região de pressão constante igual à pressão
de vapor do fluido, localizada na região divergente do fluido. Vale dizer que a cavitação não se
inicia necessariamente no ponto de mínima espessura (região em que ocorre a transição entre
cunha convergente e divergente). Diversos estudos tem buscado às condições de contorno que
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determinam o início da cavitação no fluido. Tais estudos serão discutidos posteriormente.
O fenômeno de cavitação muitas vezes é associado à desgastes das superfícies em que
o fluido está cavitado, logo, é considerado como prejudicial para o componente em que tal
fenômeno ocorre. O desgaste das superfícies também está presente nos mancais hidrodinâmi-
cos, entretanto, esse desgaste não ocorre de forma intensa nesse componente, uma vez que o
desgaste devido a cavitação ocorre pela implosão das bolhas de gás no fluido, fenômeno esse
não recorrente em mancais. Embora a cavitação seja vista como uma condição maléfica para
componentes mecânicos, para os mancais a cavitação é o meio que possibilita a capacidade de
carga do mancal, por isso, é um fenômeno necessário para esse tipo de componente e não ne-
cessariamente é prejudicial ao sistema. Observando a figura 4.2 fica possível verificar que caso
a distribuição de pressão fosse antissimétrica, com regiões iguais de pressões positivas e nega-
tivas, o mancal não possuiria forças resultantes na direção y indicada na figura, fazendo assim
com que o eixo ficasse sem nenhum tipo de sustentação nessa direção. A presença da cavitação
no fluido lubrificante faz com que isso não ocorra, garantindo forças tanto na direção x e y.
A compreensão da natureza da cavitação não se dá só entendendo os motivos pelos quais
esse fenômeno ocorre no mancal hidrodinâmico, mas também a forma como ela se mostra no
componente. Como discutido anteriormente, a cavitação ocorre pela descontinuidade do fluido
lubrificante por uma fase gasosa ou por forma de vapor. Essa fase se apresenta como bolhas no
filme de óleo, como mostrado na figura 4.3. Observando as duas imagens é possível observar
que a forma como as bolhas se apresentam no sistema podem ter formatos diferentes assim
como quantidades diferentes.
(a) Primeiro exemplo de padrão (b) Segundo exemplo de padrão
Figura 4.3: Exemplos de padrão de bolhas observados experimentalmente [Dowson e Tay-
lor (1979)]: (a) Primeiro exemplo de padrão; (b) Segundo exemplo de padrão
A presença de bolhas ao longo da região divergente da cunha de óleo obriga que o fluido
no estado líquido passe entre a fase gasosa, formando assim veios de fluido na fase líquida,
como pode ser observado na figura 4.3a, em que o fluido escoa entre as bolhas destacadas.
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4.2 Condições de contorno para a região de cavitação
Além da discussão sobre a natureza da cavitação em mancais hidrodinâmicos, outro as-
pecto desse fenômeno que ganhou destaque nos estudos desse assunto foram as condições de
contorno para a região de cavitação. O entendimento desse assunto se mostra extremamente
importante para a realização de modelos e simulações que busquem predizer o comportamento
do fluido lubrificante dentro do mancal, já que entender as condições de contorno dessa região
permitem a correta estimativa de onde essa região se localiza, assim como seus padrões e ampli-
tudes. O estudo das condições de contorno ocorrem em duas diferentes áreas: Região de ruptura
do fluido lubrificante e Região de reestruturação do fluido lubrificante.
4.2.1 Ruptura do fluido lubrificante
O estudo referente às condições de contorno que determinam a ruptura do fluido lubri-
ficante foi feito por diversos pesquisadores. As análises propostas por Sommerfeld, Gumbel,
Reynolds e Jacobson-Floberg são exemplos de modelos propostos para tratar a região diver-
gente da cunha do filme de óleo, levando ou não em consideração a presença de cavitação.
Determinar as condições de contorno para esse caso são relevantes para o estudo da cavitação,
pois permitem determinar em que local do fluido a cavitação irá ocorrer, quais os motivos fí-
sicos associados a isso e o quão longe o modelo está em relação aos resultados experimentais
observados.
Condições de Sommerfeld
Sommerfeld (1904) considerou a não existência da cavitação no fluido lubrificante, ou
seja, não há ruptura do filme de óleo. Tal consideração resultou em uma distribuição de pressão
semelhante à observada na figura 4.4, em que é possível observar que:
𝑝 = 0 𝑒𝑚 𝜃 = 0, 2𝜋
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Figura 4.4: Distribuição de pressão usando a condição de Sommerfeld
É possível verificar que esse tipo de distribuição de pressão não é condizente com o com-
portamento do fluido, já que a ordem de grandeza das pressões negativas é igual à ordem de
grandeza das pressões positivas, e como discutido anteriormente, os fluidos lubrificantes não
permitem esse comportamento, já que não suportam elevadas pressões negativas e se rompem
pela formação de fases gasosas.
Condições de Gümbel
As condições propostas por Gümbel (1914) também são chamadas de condições de meio
Sommerfeld, já que em seus estudos, Gümbel (1914) propôs que a pressão na região divergente
do mancal seria sempre igual a zero, resolvendo assim o problema referente à cavitação do
mancal. Tais condições podem ser descritas como:
𝑝 = 0 𝑝𝑎𝑟𝑎 𝜋 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋
A figura 4.5 mostra a distribuição de pressão no mancal usando as condições propostas
por Gümbel (1921).
Figura 4.5: Distribuição de pressão usando a condição de Gümbel
37
Segundo Santos (1995), a distribuição de pressão obtida com a condição de cavitação
proposta por Gümbel, embora viole a conservação de massa, ainda é bastante utilizada em si-
mulações de mancais pois apresenta erros aceitáveis nos parâmetros globais do mancal. Como
indicado por Dowson e Taylor (1979), estudos apontaram que o erro introduzido por essa con-
dição, para a capacidade de carga, por exemplo, não passa de 15%, aceitável para determinadas
aplicações.
Condições de Swift-Stieber (ou Reynolds)
Essa condição de contorno para ruptura de filme foi proposta inicialmente por Rey-
nolds (1886), sugerida por Gümbel (1921), mas somente formulada e aplicada por Swift (1932)
e Stieber (1933). Tem-se que, logo antes do filme de óleo se romper dando início à região de
cavitação, o fluxo de lubrificante por unidade de comprimento é:
𝑄𝑥 = − ℎ
3
12𝜇
𝑑𝑝
𝑑𝑥
+
𝑈ℎ
2
(4.1)
Após entrar na região de cavitação, a pressão se torna constante e igual à pressão de
cavitação do fluido (𝑝 = 𝑝𝑐𝑎𝑣). A pressão se tornar constante na região de cavitação indica
matematicamente que o gradiente de pressão é nulo ( 𝑑𝑝
𝑑𝑥
= 𝑑𝑝
𝑑𝑦
= 0). Usando isso na equação
4.1, tem-se que o fluxo por unidade de comprimento na região de cavitação é:
𝑄𝑥 =
𝑈ℎ
2
A distribuição de pressão, assim como o modelo da ruptura do filme de óleo originária
dessa condição podem ser vistas na figuras 4.6 e 4.7 respectivamente.
Figura 4.6: Distribuição de pressão usando a condição de Swift-Stieber (ou Reynolds)
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Figura 4.7: Vista superior (comprimento x e largura y) da ruptura do filme segundo as condições
de Swift-Stieber (ou Reynolds) (Adaptado de Dowson e Taylor (1979))
Como apontado por Santos (1995), a grande complicação desse modelo está na determi-
nação da linha de ruptura do filme lubrificante, que deve ser determinada ao longo da solução
do problema.
Condições de Coyne-Elrod
As condições de contorno para ruptura do filme de óleo propostas por Reynolds são am-
plamente usadas e apresentam resultados aceitáveis, sendo considerada a mais correta segundo
Dowson e Taylor (1979). Entretanto, um fenômeno observado experimentalmente que não é
retratado por essas condições é o fenômeno de sub-cavitação antes da região de cavitação. Tal
observação levou à busca do aprimoramento das condições, e um dos frutos dessa busca foi a
consideração de que parte do fluido é carregado pelo movimento da superfície girante, fato esse
que contraria as condições propostas por Reynolds, que considera que o fluido passa somente
entre as bolhas de gás.
Com essa constatação, foi possível verificar que a ruptura do filme de óleo se daria na
região divergente do mancal na posição em que o gradiente de velocidade do fluido na direção
transversal fosse nulo, ou seja 𝑑𝑈
𝑑𝑧
= 0. A figura 4.8 mostra justamente essa região.
Figura 4.8: Vista lateral da ruptura do filme de óleo (Adaptado de Dowson e Taylor (1979))
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Segundo Dowson e Taylor (1979), o fato do gradiente da velocidade do fluido na direção
transversal ser nula implica, usando as equações de Navier-Stokes, que o gradiente de pressão
na direção longitudinal x é igual a:
𝑑𝑝
𝑑𝑥
=
2𝜇𝑈
ℎ2
(4.2)
O gradiente de pressão somado à condição de contorno para a pressão (𝑝 = 𝑝𝑐𝑎𝑣) permi-
tem a aproximada localização do ponto de ruptura do fluido lubrificante. A equação 4.2 consi-
dera filme de óleo completo, o que não é verificado experimentalmente. De forma a contornar
isso, Coyne e Elrod (1970) propuseram uma nova formulação, que permitiu a solução de tal
inconsistência pelo uso dos efeitos inerciais, gravitacionais e de tensão superficial do fluido.
A distribuição de pressão obtida com as condições de contorno propostas por Coyne e
Elrod (1970) pode ser vista na figura 4.9.
Figura 4.9: Distribuição de pressão usando a condição de Coyne-Elrod
Condições de Jacobsson-Floberg
Jakobsson e Floberg (1957) propuseram uma nova forma de tratar as condições de con-
torno para cavitação. Eles assumiram que na região após a ruptura do filme de óleo, o fluxo
de lubrificante na fase líquida ocorre por meio de estrias localizadas entres as bolhas de gás.
Tal consideração fez com que o fluxo arrastado pelo movimento da superfície girante, como
proposta por Coyne e Elrod (1970), fosse considerada desprezível. Jakobsson e Floberg (1957)
também propuseram que o fluxo de óleo por unidade de comprimento após a ruptura de filme
fosse representada matematicamente pela seguinte expressão:
𝑄𝑥 = Θ
𝑈ℎ
2
, 𝑐𝑜𝑚 0 ≤ Θ ≤ 1 (4.3)
A variável Θ na equação 4.3 indica que nem toda a região considerada está coberta pelo
filme de óleo, ou seja, a variável Θ indica qual porção da área está coberta de lubrificante na
fase líquida e qual porção está na fase gasosa. Usando essa relação para descrever o fluxo de
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óleo logo antes da ruptura (equação 4.1), tem-se
(1−Θ)𝑈ℎ
2
− ℎ
3
12𝜇
𝑑𝑝
𝑑𝑥
= 0 (4.4)
Como a pressão é constante na região de cavitação, na fronteira da região, o gradiente de
pressão 𝑑𝑝
𝑑𝑥
é nulo. Tal fato implica que para garantir igualdade na equação 4.4, o valor de Θ deve
ser igual a 1, logo, constata-se que na região de ruptura do filme de óleo, o filme é completo em
toda sua extensão.
Outra verificação feita por Jakobsson e Floberg (1957) foi a posição em que a ruptura de
filme (𝑋𝑓 ) ocorre, obtida pela solução da seguinte expressão:
𝜕𝑝
𝜕𝑥
− 𝜕𝑝
𝜕𝑦
𝜕𝑋𝑓
𝜕𝑦
=
6𝜇𝑈
ℎ2
(4.5)
A distribuição de pressão considerando essa condição de contorno para ruptura do filme
de óleo se assemelha à distribuição de pressão apresentada por Coyne e Elrod (1970) na figura
4.9.
A condição proposta por Jakobsson e Floberg (1957) foi de extrema importância para a
teoria de cavitação em mancais hidrodinâmicos por ter sido usada, posteriormente, no algo-
ritmo universal proposto por Elrod para modelagem desse tipo de problema. Tal algoritmo será
apresentado posteriormente.
Condição de ruptura de Olsson
As condições discutidas anteriormente foram avaliadas somente para condições estáticas.
O pesquisador responsável por avaliar as condições de ruptura do filme lubrificante para a con-
dição dinâmica foi Olsson (1965). A formulação desenvolvida por ele tem por base o indicado
na figura 4.10, em que as direções x e y são, respectivamente, a direção que acompanha o fluxo
e direção ao longo da largura do mancal.
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Figura 4.10: Modelo usado para a ruptura do filme de óleo segundo Olsson (Adaptado de Dow-
son e Taylor (1979))
Avaliando os fluxos de fluido lubrificante e a variação do volume no tempo, como indicado
em Santos (1995), a seguinte expressão foi obtida:
(︂
𝑈
2
− 𝜕𝑋𝑓
𝜕𝑡
)︂
(1−Θ) = ℎ
2
12𝜇
(︂
𝜕𝑝
𝜕𝑥
− tan 𝛿𝑓 𝜕𝑝
𝜕𝑦
)︂
+
∆
2ℎ
[︂
𝜕ℎ
𝜕𝑡
(1 + Θ) + ℎ
𝜕Θ
𝜕𝑡
]︂
(4.6)
Usando as condições de contorno para a pressão na região da ruptura de filme e fazendo
os limites de ∆𝑥→ 0 e ∆𝑦 → 0, tem-se:(︂
𝑈
2
− 𝜕𝑋𝑓
𝜕𝑡
)︂
(1−Θ) = ℎ
2
12𝜇
1
cos2 𝛿𝑓
𝜕𝑝
𝜕𝑥
(4.7)
A solução da equação 4.7 para 𝑋𝑓 permite a determinação do ponto de ruptura do filme
de óleo ao longo do tempo.
4.2.2 Reconstrução do fluido lubrificante
As condições de contorno propostas para a reconstrução do filme de óleo, segundo Dow-
son e Taylor (1979), não foram tão amplamente estudadas como as condições da sua ruptura. A
reconstrução do fluido lubrificante, assim como a ruptura do filme, é um importante parâmetro
a ser observado no mancal hidrodinâmico. Tal fenômeno ocorre após o fluido adquirir pressões
aceitáveis para a sua reconstrução, caso esse que ocorre com a elevação da pressão ou com o
suprimento de óleo, por exemplo. Os principais estudos foram os realizados por Floberg (1974)
e Olsson (1965).
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Condições de Jakobsson-Floberg
A figura 4.11 indica a região de reconstrução do fluido lubrificante.
Figura 4.11: Modelo usado por Jakobsson-Floberg para a reconstrução do fluido lubrificante
(Adaptado de Dowson e Taylor (1979))
Sabe-se que o fluxo de lubrificante que chega antes da região de reconstrução do fluido é
𝑄𝑥 =
𝑈ℎΘ
2
∆𝑦 (4.8)
Após a região de reconstrução do fluido, tem-se que o fluxo é
𝑄𝑥 =
[︂
𝑈ℎ
2
− ℎ
3
12𝜇
𝜕𝑝
𝜕𝑥
]︂
∆𝑦 − ℎ
3
12𝜇
𝜕𝑝
𝜕𝑦
∆𝑥 (4.9)
Pela continuidade do fluido, pode-se igualar as equações 4.8 e 4.9. O resultado dessa
igualdade levando ∆𝑥→ 0 e ∆𝑦 → 0 permite a obtenção da seguinte relação
𝜕𝑝
𝜕𝑥
− 𝜕𝑝
𝜕𝑦
𝜕𝑋𝑓
𝜕𝑦
=
6𝜇𝑈
ℎ2
(1−Θ) (4.10)
A solução da equação diferencial apresentada anteriormente permite a determinação da
região da reconstrução do fluido lubrificante.
Condições de Olsson
A análise para a posição da reconstrução do fluido lubrificante apontada por Olsson (1965)
foi feita de forma similar à apresentada para a ruptura do filme de óleo. A expressão usada para
determinar a posição da reconstrução é a mesma usada para a ruptura, ou seja,(︂
𝑈
2
− 𝜕𝑋𝑓
𝜕𝑡
)︂
(1−Θ) = ℎ
2
12𝜇
1
cos2 𝛿𝑓
𝜕𝑝
𝜕𝑥
(4.11)
A solução da equação diferencial para a variável 𝑋𝑓 permite a determinação da região de
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reconstrução do fluido lubrificante considerando carregamento dinâmico.
As condições de contorno propostas por Jacobsson, Floberg e Olsson para determinar as
regiões de ruptura e reconstrução do fluido lubrificante para carregamentos estáticos e dinâ-
micos tem elevada importância, e vem sendo utilizada até hoje nos modelos matemáticos para
mancais que consideram a cavitação em sua formulação. O nome dado ao conjunto de condições
propostas por tais autores recebeu o nome de Teoria de cavitação de JFO.
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5 Modelagem matemática da cavitação em mancais hidrodinâmi-
cos
A teoria de cavitação de JFO se tornou muito popular e aceita dentro da teoria de lu-
brificação com conservação de massa no modelo de cavitação. Diante disso, muitos modelos
computacionais foram desenvolvidos de forma a usar tais condições de contorno para incluir
a conservação de massa na distribuição de pressão do mancal. Um dos modelos matemáticos
propostos para a solução desse tipo de problema foi desenvolvido por Elrod e Adams (1974),
que usando o conceito JFO elaboraram um modelo de fácil implementação computacional.
5.1 Algoritmo de Elrod (1981) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989)
O modelo desenvolvido por Elrod e Adams (1974) propôs a inserção de uma variável
adimensional no problema. Essa variável representa a razão entre a densidade do fluido em
certa região com a densidade do mesmo na pressão de cavitação, ou seja,
Θ =
𝜌
𝜌𝑐
(5.1)
A variável Θ pode indicar duas possibilidades distintas para o comportamento do fluido,
dependendo do valor que assume. Para o caso em que o fluido é completo (não está cavitado),
tem-se que Θ ≥ 1, enquanto para o caso em que o fluido está cavitado, Θ < 1. Embora a
pressão seja constante na região de cavitação, a fração de fluido na fase líquida e fase gasosa
pode assumir diferentes valores, e essa variável adimensional consegue justamente representar
a fração de fase líquida do fluido presente naquela região.
Outra variável introduzida no modelo proposto por Elrod e Adams (1974) foi o módulo
volumétrico, representado pela seguinte expressão:
𝛽 = 𝜌
𝜕𝑝
𝜕𝜌
(5.2)
A partir da equação 5.2, Elrod propôs uma expressão que permite obter a relação das
variáveis Θ e 𝛽 com a pressão:
𝑝 ≃ 𝑝𝑐𝑎𝑣 + 𝛽 (Θ− 1) (5.3)
Por fim, Elrod e Adams (1974) propuseram uma função "switch", responsável por indicar
a região onde o fluido está ou não cavitado:⎧⎨⎩𝑔 = 0; Θ < 1 (𝐹𝑖𝑙𝑚𝑒 𝑐𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑑𝑜)𝑔 = 1; Θ ≥ 1 (𝐹𝑖𝑙𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑜) (5.4)
O desenvolvimento do algoritmo foi aprimorado por Elrod (1981) de forma a torná-lo
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ainda mais fácil para implementação computacional. Utilizando as novas variáveis para descri-
ção do problema, foi possível obter uma expressão para o termo convectivo do fluxo de massa,
já discretizado segundo a metodologia proposta em seu trabalho:
(?˙?𝑥)𝑐𝑜𝑛𝑣 = 𝜌𝑐
𝑈
2
[Θ𝑖−1ℎ𝑖−1 (1− 𝑔𝑖−1) + 𝑔𝑖−1ℎ𝑖−1 + (𝑔𝑖𝑔𝑖−1) 2 (ℎ𝑖 − ℎ𝑖−1)] (5.5)
A equação 5.5 pode ser dividida em quatro situações diferentes, definidas pela região na
qual o ponto é avaliado. As quatro situações são:
∘ 𝑔𝑖−1 = 0 e 𝑔𝑖 = 1 quando somente o ponto a montante está na região cavitada
∘ 𝑔𝑖−1 = 1 e 𝑔𝑖 = 0 quando somente o ponto a jusante está na região cavitada
∘ 𝑔𝑖−1 = 1 e 𝑔𝑖 = 1 quando ambos pontos estão na região de filme completo
∘ 𝑔𝑖−1 = 0 e 𝑔𝑖 = 0 quando ambos pontos estão na região cavitada
A expressão considerada por Elrod (1981) para o termo de gradiente de pressão é escrita
como:
(?˙?𝑥)𝑝𝑟𝑒𝑠𝑠?˜?𝑜 =
(︂
ℎ3
12𝜇
)︂
𝛽𝜌𝑐
[︂
𝑔𝑖−1 (Θ𝑖−1 − 1)− 𝑔𝑖 (Θ𝑖 − 1)
∆𝑥
]︂
(5.6)
O fluxo mássico referente ao gradiente de pressão para a direção y é análogo ao escrito
para a direção x. Vale observar na equação 5.6, caso o ponto de análise esteja dentro da região
de cavitação, indica que o fluxo mássico referente a essa contribuição se torna nulo, assim como
esperado.
A soma das equações 5.5 e 5.6, leva ao fluxo de massa total ?˙?𝑥. A expressão que re-
presenta a equação de Reynolds usando as variáveis propostas por Elrod e Adams (1974) e o
algoritmo proposto por Elrod (1981) assume a seguinte forma:
∆𝑦∆?˙?𝑥 + ∆𝑥∆?˙?𝑦 = (∆𝑥∆𝑦)
(︂
𝜕 (𝜌𝑐ℎΘ)
𝜕𝑡
)︂
(5.7)
Segundo Elrod e Adams (1974), para o caso de filme completo, a equação 5.7 recai exata-
mente na equação de Reynolds e tem forma elíptica. Já para o caso de cavitação, a equação 5.7
recai em uma equação hiperbólica, que preserva a continuidade da massa nos veios de fluido
lubrificante entre as bolhas de gás. A solução da equação diferencial leva a um sistema de equa-
ções, que determina a distribuição da variável Θ ao longo do mancal. Tal distribuição permite
obter a pressão no mancal a partir da equação 5.3.
O algoritmo proposto por Elrod ficou conhecido por "Algoritmo de Cavitação de Elrod",
segundo Braun e Hannon (2010), diferentemente dos modelos já propostos, permitiu tratar todo
o domínio do mancal em uma só equação, facilitando assim a solução do problema.
Como apontado por Braun e Hannon (2010), Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) utilizaram
a teoria JFO e fizeram modificações no algoritmo de Elrod de forma a buscar um algoritmo
mais eficiente. Além disso, também foi introduzida uma nova relação, associando o módulo
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volumétrico, função "switch"e variável Θ. A expressão proposta é escrita como:
𝑔𝛽 = Θ
(︂
𝜕𝑝
𝜕Θ
)︂
(5.8)
A nova relação apresentada na equação 5.8 permitiu introduzir as novas variáveis direta-
mente na equação de Reynolds, modificando-a de forma a reescrever tal equação em função da
variável Θ. Partindo inicialmente da equação de Reynolds, tem-se:
𝜕 (𝜌ℎ)
𝜕𝑡
+
𝜕
𝜕𝑥
(︂
𝜌ℎ𝑈
2
− 𝜌ℎ
3
12𝜇
𝜕𝑝
𝜕𝑥
)︂
+
𝜕
𝜕𝑦
(︂
− 𝜌ℎ
3
12𝜇
𝜕𝑝
𝜕𝑦
)︂
= 0 (5.9)
É possível mostrar que a partir da equação 5.8, pode-se obter:
𝜕𝑝
𝜕𝑥
=
𝑔𝛽
Θ
𝜕Θ
𝜕𝑥
𝑒
𝜕𝑝
𝜕𝑦
=
𝑔𝛽
Θ
𝜕Θ
𝜕𝑦
(5.10)
Substituindo as equações 5.1 e 5.10 na equação de Reynolds, tem-se
𝜕 (𝜌𝑐Θℎ)
𝜕𝑡
+
𝜕
𝜕𝑥
(︂
𝜌𝑐Θℎ𝑈
2
− 𝜌𝑐𝛽ℎ
3𝑔
12𝜇
𝜕Θ
𝜕𝑥
)︂
+
𝜕
𝜕𝑦
(︂
−𝜌𝑐𝛽ℎ
3𝑔
12𝜇
𝜕Θ
𝜕𝑦
)︂
= 0 (5.11)
A equação 5.11 é uma equação diferencial parcial de forma elíptica para a região de
filme completo e de forma hiperbólica para a região de cavitação. A adimensionalização da
equação 5.11 se mostra interessante ao problema por permitir uma maior robustez da solução,
fato esse pertinente a esse tipo de problema. Para a adimensionalização do problema são usadas
as seguintes variáveis adimensionais:
ℎ =
ℎ
𝐶𝑟
para a espessura de filme;
𝑥 =
𝑥
2𝜋𝑅
para a direção circunferencial do mancal;
𝑦 =
𝑦
𝐿
para a direção axial;
𝛽 =
𝛽𝑐2𝑟
𝜇Ω𝑅2
para o módulo volumétrico;
𝑡 = 𝑡Ω para o tempo
(5.12)
Na equação 5.12, R é o raio do mancal, L é o comprimento axial e Ω é a velocidade
de rotação do eixo. Substituindo as variáveis adimensionais apresentadas pela equação 5.12 na
equação 5.11, tem-se:
𝜕
(︀
Θℎ
)︀
𝜕𝑡
+
1
4𝜋
𝜕
(︀
Θℎ
)︀
𝜕𝑥
=
𝛽
48𝜋2
𝜕
𝜕𝑥
(︂
ℎ
3
𝑔
𝜕Θ
𝜕𝑥
)︂
+
𝛽
48 (𝐿/𝐷)2
𝜕
𝜕𝑦
(︂
ℎ
3
𝑔
𝜕Θ
𝜕𝑦
)︂
(5.13)
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A solução da equação 5.13 determina a distribuição da variável Θ ao longo da superfície
do mancal hidrodinâmico. Tal distribuição é usada para calcular a pressão no mancal pela ex-
pressão 5.3 modificada, que usa a função "switch"para permitir o cálculo da pressão ao longo
da região de filme completo e filme cavitado. A expressão modificada é então:
𝑝 = 𝑝𝑐𝑎𝑣 + 𝑔𝛽 ln Θ (5.14)
Usando as modificações do Algoritmo de Elrod propostas por Vijayaraghavan e
Keith Jr (1989), fica possível resolver o problema dentro de todo o domínio do mancal usando
para isso a equação de Reynolds modificada pela variável adimensional Θ. Entretanto, mesmo
com essa vantagem na formulação, não existe solução analítica para a equação 5.13, e por isso
são necessários métodos numéricos para permitir o auxílio computacional para a solução do
problema.
5.2 Outros modelos de Cavitação estudados na pesquisa
Como discutido na revisão bibliográfica, outros autores buscaram novas alternativas para
incluir a conservação de massa na modelagem matemática proposta por Reynolds. Com o intuito
de comparar os resultados entre esses modelos, foi proposta a implementação de três novas
abordagens para analisar as diferenças na distribuição de pressão hidrodinâmica no mancal. Os
modelos propostos para a análise foram:
∘ Modelo usado por Ausas et al. (2009) e usado por Profito (2015)
∘ Modelo proposto por Nowald et al. (2016)
A seguir são apresentados os principais conceitos e modelagem matemática relacionada a
cada um dos modelos propostos para a análise. O desenvolvimento das equações, assim como
a sua discretização não serão apresentados nesse relatório como feito para o algoritmo de El-
rod, uma vez que a análise desses modelos vem com um sentido de comparação, e não serão
utilizados para as análises futuras como o caso do modelo de Elrod.
5.2.1 Modelo de Ausas et al. (2009) e Profito (2015)
O modelo utilizado por Ausas et al. (2009) e Profito (2015) tem como base o modelo p-Θ,
que introduz a variável Θ nos termos de cunha e squeeze da equação de Reynolds. A variável
Θ é um escalar que indica o nível de saturação de filme lubrificante, ou fração de filme de
óleo, como discutido para o modelo de Elrod. A inserção desse termo na equação de Reynolds
permite a inclusão da conservação de massa na análise, uma vez que aproxima a condição de
conservação da massa, atendendo assim o objetivo proposto.
A equação utilizada para resolver o problema de lubrificação considerando a conservação
de massa no modelo de cavitação como proposto por Ausas et al. (2009) pode ser visto na
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equação 5.15:
𝜕 (𝜌ℎΘ)
𝜕𝑡
+
𝜕
𝜕𝑥
(︂
𝜌ℎ𝑈Θ
2
− 𝜌ℎ
3
12𝜇
𝜕𝑝
𝜕𝑥
)︂
+
𝜕
𝜕𝑦
(︂
− 𝜌ℎ
3
12𝜇
𝜕𝑝
𝜕𝑦
)︂
= 0 (5.15)
Para a solução dessa equação, tem-se que se a pressão for maior que a pressão de cavitação
Θ = 1 e para 0 < Θ < 1, a pressão é igual à pressão atmosférica. Essas condições podem ser
vistas abaixo. ⎧⎨⎩𝑝 > 𝑝𝑐𝑎𝑣 → Θ = 10 < Θ < 1 → 𝑝 = 𝑝𝑐𝑎𝑣 (5.16)
A discretização dessa equação como proposta nesse modelo faz com que a variável Θ
apareça somente no termo de cunha e esmagamento. A equação base utilizada para resolver
o problema é a indicada pela equação 5.15, com as condições indicadas na equação 5.16. É
importante ressaltar que a solução dessa equação é feita simultaneamente para a variável Θ e
a pressão, se diferenciando assim da solução proposta por Elrod, que busca a solução de Θ no
mancal. Mais detalhes sobre a resolução e implementação do modelo pode ser visto em detalhes
em Ausas et al. (2009) e Profito (2015).
5.2.2 Modelo de Nowald et al. (2016)
Assim como os demais modelos discutidos nessa seção, o modelo proposto por Nowald
et al. (2016) também busca incluir os efeitos da conservação da massa na equação de Reynolds
através da aproximação da conservação da massa na região de cavitação. Entretanto, a forma
como tenta fazer isso é diferente das demais apresentadas aqui, uma vez que considera uma
região de transição entre a pressão atmosférica e pressão de cavitação, levando em consideração
uma função de transição que liga essas duas condições.
A função proposta por Nowald et al. (2016) depende da razão entre a pressão do fluido e a
pressão atmosférica, e indica tanto a razão entre a densidade do fluido em relação à densidade do
fluido na pressão atmosférica, quanto a razão entre viscosidades nas mesmas condições, como
exposto na equação 5.17.
𝑓
(︂
𝑝
𝑝0
)︂
=
𝜌
𝜌0
=
𝜇
𝜇0
(5.17)
A função f assume valor igual a 1 para pressões maiores que a pressão atmosférica, e
tende a zero na medida que a pressão fica menor que a pressão atmosférica, até assumir valor
zero para pressão menores ou iguais à pressão de cavitação. Tal comportamento da função pode
ser observado na figura 5.1.
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Figura 5.1: Esquema da função f usada no trabalho de Nowald et al. (2016)
Inserindo essa função na equação de Reynolds e aplicando as variáveis adimensionais
apontadas por Nowald et al. (2016), é possível obter a equação 5.18.
− 2
𝑝𝑎𝑡𝑚
ℎ𝑓 ′ 𝜕𝑝
𝜕𝑡
+ 1
(2𝜋)2
𝜕
𝜕𝑥
[︁(︀
𝐶𝑟
𝑅
)︀2 ℎ3
6𝜇0
𝜕𝑝
𝜕𝑥
]︁
+
(︀
𝑅
𝐿
)︀2 𝜕
𝜕𝑦
[︁(︀
𝐶𝑟
𝑅
)︀2 ℎ3
6𝜇0
𝜕𝑝
𝜕𝑦
]︁
− Ω
2𝜋𝑝𝑎𝑡𝑚
ℎ𝑓 ′ 𝜕𝑝
𝜕𝑥
=
= 𝑓 [(𝑒𝑥Ω− 2?˙?𝑦) cos (2𝜋𝑥) + (𝑒𝑦Ω + 2?˙?𝑥) 𝑠𝑒𝑛 (2𝜋𝑥)] (5.18)
A discretização dessa equação diferencial foi desenvolvida e analisada pelo trabalho re-
ferente ao processo 2017/07507-4, IC-FAPESP do aluno Rafael Sofner Domingues, também
vinculado ao projeto temático 2015/20363-6 "Identificação e controle tolerantes a falhas em
sistemas rotativos". A formulação e análises desenvolvidas para o modelo de Nowald nesse
projeto de IC foram utilizadas como base para as análises desenvolvidas no presente trabalho, a
fim de comparar os modelos de cavitação.
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5.2.3 Modelo de Elrod com base na função de transição de Nowald
Analisando o modelo proposto por Nowald et al. (2016), optou-se por tentar utilizar a
ideia de uma função de transição para a função switch g, explicada anteriormente na seção 5.1.
O modelo original de Elrod assume que g é uma função do tipo degrau, ou seja, para valores
de Θ acima de 1, a função g tem valor 1, enquanto que para casos contrários, g é igual a zero,
como mostrado na equação 5.4.
O modelo apresentado nessa seção propõe usar uma função de transição, de forma a per-
mitir que g assuma valores entre 0 e 1 quando estiver entre a condição de cavitação e atmos-
férica, como apresentado na equação 5.19. O objetivo dessa modificação na função é torná-la
contínua, buscando assim maior estabilidade na solução numérica.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑔 = 0; Θ < 1 (𝐹𝑖𝑙𝑚𝑒 𝑐𝑎𝑣𝑖𝑡𝑎𝑑𝑜)
𝑔 = 𝑔(Θ); 1 ≤ Θ ≤ Θ𝑎𝑡𝑚 (𝐹𝑖𝑙𝑚𝑒 𝑚𝑖𝑠𝑡𝑜)
𝑔 = 1; Θ > Θ𝑎𝑡𝑚 (𝐹𝑖𝑙𝑚𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑡𝑜)
(5.19)
Onde Θ𝑎𝑡𝑚 se refere ao valor de Θ na condição de pressão atmosférica. Toda a formula-
ção referente à equação de Reynolds modificada continua a mesma apresentada anteriormente,
sendo modificada somente a função switch g.
5.3 Solução do modelo de Elrod
A solução numérica de equações diferenciais parciais, como a equação de Reynolds, pode
ser feita por diversos métodos diferentes. Seja o método das diferenças finitas (MDF), elementos
finitos (MEF), volumes finitos (MVF), cada abordagem aponta vantagens e desvatagens para
cada tipo de problema. Para o caso da equação de Reynolds, o MVF se apresenta como um bom
método de resolução, por garantir um equacionamento mais simples e atender bem à geometria
e condições do problema.
A solução de uma equação diferencial parcial (EDP) usando o MVF consiste em discreti-
zar o domínio estudado em diversos volumes, e integrar cada um deles dentro do seu domínio.
Esse processo faz com que a EDP se transforme em um sistema de equações lineares, e a solu-
ção desse sistema aproxima a solução da equação original. A figura 5.2 mostra um exemplo de
discretização do domínio, no caso, a discretização do domínio do mancal hidrodinâmico.
5.3.1 Discretização do domínio
O primeiro passo para utilização do método dos volumes finitos é a discretização do
domínio. Essa discretização ocorre dividindo o domínio em diversos volumes, como observado
na figura 5.2. A discretização pode ser feita para quantidades diferentes de volumes em cada
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Figura 5.2: Domínio do mancal hidrodinâmico discretizado para a solução do problema (Da-
niel (2012))
direção, cabendo uma análise para verificar qual a quantidade ideal.
Nesse ponto é importante verificar qual o limite do domínio estudado. Para o caso da
equação de Reynolds adimensional modificada pela variável Θ (equação 5.13), o domínio se dá
pelos limites 0 ≤ 𝑥 ≤ 1 para a direção circunferencial e 0 ≤ 𝑦 ≤ 1 para a direção axial.
Na figura 5.2 também é possível observar que cada volume apresenta quatro vizinhos
(N, S, E, W), separados por quatro fronteiras (n, s, e, w). O conhecimento desses vizinhos e
fronteiras é utilizado para a integração de cada volume.
5.3.2 Integração do volume
Para facilitar a escrita das equações, a partir desse ponto no texto, as variáveis adimen-
sionais terão as barras acima delas omitidas, ficando subentendido que se tratam de variáveis
adimensionais.
O método dos volumes finitos aponta que a equação diferencial que governa o problema
é válida para cada um dos volumes, permitindo assim sua integração dentro do domínio de cada
um deles. Para facilitar o equacionamento, a equação 5.13 foi dividida em quatro partes, como
observado a seguir:
𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑡⏟  ⏞  
IV
+
1
4𝜋
𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑥⏟  ⏞  
I
=
𝛽
48𝜋2
𝜕
𝜕𝑥
(︂
ℎ3𝑔
𝜕Θ
𝜕𝑥
)︂
⏟  ⏞  
II
+
𝛽
48 (𝐿/𝐷)2
𝜕
𝜕𝑦
(︂
ℎ3𝑔
𝜕Θ
𝜕𝑦
)︂
⏟  ⏞  
III
(5.20)
Para a integração do primeiro termo, Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) apontou que o
termo 𝜕(Θℎ)
𝜕𝑥
deveria ser reescrito de forma a refletir de forma mais correta a física do filme lu-
brificante. A modificação proposta por ele, mostrada na equação 5.21, consiste em expandir o
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primeiro termo em série de Taylor de primeira ordem, incluindo a função "switch"nessa expan-
são. Tal modificação permite alternar o equacionamento de diferenças centrais para diferenças
atrasadas (downwind), referentes ao tipo de derivada numérica utilizada para a formulação,
quando o filme sai da região de filme completo e vai para a região cavitada.
𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑥
=
𝜕
𝜕𝑥
(︂
Θℎ− (1− 𝑔) 𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑥
∆𝑥
2
)︂
(5.21)
Usando a relação proposta por Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) e usando Θℎ = 𝐸 no
termo I da equação 5.20 com a modificação proposta em 5.21, tem-se:∫︁ 𝑛
𝑠
∫︁ 𝑒
𝑤
1
4𝜋
𝜕
𝜕𝑥
[︂
𝐸 − (1− 𝑔) 𝜕𝐸
𝜕𝑥
∆𝑥
2
]︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
1
4𝜋
[︂
𝐸𝑒 − 𝐸𝑤 − ∆𝑥
2
(︂
(1− 𝑔𝑒) 𝜕𝐸
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑒
− (1− 𝑔𝑤) 𝜕𝐸
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑤
)︂]︂
∆𝑦 (5.22)
Onde os índices (e) e (w) indicam os valores dessas variáveis calculadas nas faces do
volume de controle. Os termos 𝜕𝐸
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑒
e 𝜕𝐸
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑤
são aproximados pelas seguintes expressões
𝜕𝐸
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑒
= 𝐸𝐸−𝐸𝑃
Δ𝑥
𝜕𝐸
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑤
= 𝐸𝑃−𝐸𝑊
Δ𝑥
(5.23)
Antes de realizar a substituição da equação 5.23 em 5.22, é importante observar os termos
𝐸𝑒 e 𝐸𝑤. A ideia do método dos volumes finitos é transformar a equação diferencial em um
sistema de equações dependentes somente dos valores calculados nos volumes vizinhos e das
condições de contorno. Os termos destacado são calculados na face do volume de controle, por
isso se torna-se necessário aproximar tais valores da seguinte forma:
𝐸𝑒 =
𝐸𝐸+𝐸𝑃
2
𝐸𝑤 =
𝐸𝑃+𝐸𝑊
2
(5.24)
Usando as simplificações indicadas nas equações 5.23 e 5.24 na equação 5.22 foi possível
obter o primeiro termo em função do valor da variável Θ nos vizinhos, como mostrado a seguir:
Θ𝑃
[︁
(1−𝑔𝑒)+(1−𝑔𝑤)
8𝜋
∆𝑦ℎ𝑃
]︁
+ Θ𝐸
[︁
(1−(1−𝑔𝑒))
8𝜋
∆𝑦ℎ𝐸
]︁
+ Θ𝑊
[︁
(−1−(1−𝑔𝑤))
8𝜋
∆𝑦ℎ𝑊
]︁
=
Θ𝑃𝐶1𝑃ℎ𝑃 + Θ𝐸 (−𝐶1𝐸)ℎ𝐸 + Θ𝑊 (−𝐶1𝑊 )ℎ𝑊 (5.25)
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Onde
𝐶1𝐸 = − [1− (1− 𝑔𝑒)]
8𝜋
∆𝑦; 𝐶1𝑊 = − [−1− (1− 𝑔𝑤)]
8𝜋
∆𝑦; 𝐶1𝑃 = 𝐶1𝐸 + 𝐶1𝑊
Integrando o segundo termo no domínio do volume analisado, tem-se:∫︁ 𝑛
𝑠
∫︁ 𝑒
𝑤
𝛽
48𝜋2
𝜕
𝜕𝑥
(︂
ℎ3𝑔
𝜕Θ
𝜕𝑥
)︂
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
𝛽
48𝜋2
[︂
ℎ3𝑒 𝑔𝑒
𝜕Θ
𝜕𝑥
⃒⃒⃒⃒
𝑒
− ℎ3𝑤 𝑔𝑤
𝜕Θ
𝜕𝑥
⃒⃒⃒⃒
𝑤
]︂
∆𝑦 (5.26)
Analogamente ao feito na equação 5.23, tem-se para os termos 𝜕Θ
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑒
e 𝜕Θ
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑤
as seguintes
relações
𝜕Θ
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑒
= Θ𝐸−Θ𝑃
Δ𝑥
𝜕Θ
𝜕𝑥
⃒⃒
𝑤
= Θ𝑃−Θ𝑊
Δ𝑥
(5.27)
Substituindo a equação 5.27 em 5.26 e rearranjando em função do valor da variável Θ dos
vizinhos, tem-se
Θ𝑃
[︁
− 𝛽Δ𝑦
48𝜋2
(︁
ℎ3𝑒𝑔𝑒+ℎ
3
𝑤𝑔𝑤
Δ𝑥
)︁]︁
+ Θ𝐸
[︁
𝛽Δ𝑦
48𝜋2
ℎ3𝑒𝑔𝑒
Δ𝑥
]︁
+ Θ𝑊
[︁
𝛽Δ𝑦
48𝜋2
ℎ3𝑤𝑔𝑤
Δ𝑥
]︁
=
= Θ𝑃𝐶2𝑃 + Θ𝐸 (−𝐶2𝐸) + Θ𝑊 (−𝐶2𝑊 ) (5.28)
Onde:
𝐶2𝐸 = −𝛽∆𝑦
48𝜋2
ℎ3𝑒𝑔𝑒
∆𝑥
; 𝐶2𝑊 = −𝛽∆𝑦
48𝜋2
ℎ3𝑤𝑔𝑤
∆𝑥
; 𝐶2𝑃 = 𝐶2𝐸 + 𝐶2𝑊
Analogamente ao realizado para o termo II, tem-se para o terceiro termo:
Θ𝑃𝐶3𝑃 + Θ𝑁 (−𝐶3𝑁) + Θ𝑆 (−𝐶3𝑆) (5.29)
Onde:
𝐶3𝑁 = −𝛽∆𝑥
48𝜋2
ℎ3𝑛𝑔𝑛
∆𝑦
; 𝐶3𝑆 = −𝛽∆𝑥
48𝜋2
ℎ3𝑠𝑔𝑠
∆𝑦
; 𝐶3𝑃 = 𝐶3𝑁 + 𝐶3𝑆
Por fim, o termo IV pode ser analisado de duas formas, a primeira para um caso de carre-
gamento estático e a segunda para um carregamento dinâmico. Analisando inicialmente para o
carregamento estático, tem-se que:
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𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑡
= 0 (5.30)
Isso ocorre pois como o carregamento é estático, as variáveis não variam com o tempo.
A análise do quarto termo para carregamento dinâmico é diferente da usada para os de-
mais termos, uma vez que trabalhar com o tempo na forma dimensional é mais conveniente.
Antes de integrá-lo no domínio do volume, o quarto termo foi modificado de forma a trabalhá-
lo com as grandezas dimensionais, uma vez que futuramente a expressão será utilizada no in-
tegrador numérico, que utiliza o tempo na forma dimensional. A expressão que indica essa
modificação é mostrada na equação 5.31:
𝜕
(︀
Θℎ
)︀
𝜕𝑡
=
1
Ω
𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑡
(5.31)
Ainda que as grandezas da equação 5.31 sejam dimensionais, o conjunto ainda é adimen-
sional, não interferindo na análise e solução da equação 5.13. Outra modificação pertinente é a
realização da regra da cadeia para a derivada parcial descrita nesse termo. A necessidade dessa
modificação se dá pelo fato de não ser possível determinar a espessura de filme em tempos futu-
ros. Entretanto, é possível calcular a sua derivada no tempo a partir da equação 3.3, que satisfaz
o cálculo do termo quatro, como mostrado na equação 5.32.
1
Ω
𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑡
=
1
Ω
(︂
ℎ
𝜕Θ
𝜕𝑡
+ Θ
𝜕ℎ
𝜕𝑡
)︂
=
1
Ω
[︂
ℎ
𝜕Θ
𝜕𝑡
+ Θ (?˙?𝑥 cos 𝜃 + ?˙?𝑦 𝑠𝑒𝑛𝜃)
]︂
(5.32)
Assim, modificado o quarto termo, torna-se possível integrá-lo no domínio como feito
para os demais termos.∫︁ 𝑛
𝑠
∫︁ 𝑒
𝑤
1
Ω
𝜕 (Θℎ)
𝜕𝑡
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =
∆𝑥 ∆𝑦
Ω
[︂
ℎ
𝜕Θ
𝜕𝑡
+ Θ (?˙?𝑥 cos 𝜃 + ?˙?𝑦 𝑠𝑒𝑛𝜃)
]︂
(5.33)
A derivada parcial no tempo indicada na expressão 5.33 pode ser linearizada, entretanto,
a linearização pode ser feita de duas formas distintas, a formulação explícita ou a formulação
implícita. A formulação explícita busca aproximar determinada grandeza de uma iteração futura
somente a partir de informações de passos anteriores. Assim, 𝑌 (𝑡 + ∆𝑡) = 𝑓(𝑌 (𝑡)) sendo 𝑌
uma grandeza qualquer estudada e 𝑓 a função que permite o seu cálculo. Já a formulação implí-
cita busca aproximar determinada grandeza a partir de informações do passo atual e anteriores
simultaneamente. Assim, 𝑔(𝑌 (𝑡), 𝑌 (𝑡 + ∆𝑡)) = 0 onde 𝑔 é a função que permite seu cálculo.
Usando primeiro a formulação explícita, tem-se então:
𝜕Θ
𝜕𝑡
w Θ
𝑡+Δ𝑡 −Θ𝑡
∆𝑡
(5.34)
Já para a formulação implícita, o termo se torna
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𝜕Θ
𝜕𝑡
w Θ
𝑡 −Θ𝑡−Δ𝑡
∆𝑡
(5.35)
A forma como as expressões 5.34 e 5.35 são utilizadas será apresentado na próxima seção
com o desenvolvimento da equação 5.13 para o caso dinâmico.
Solução para carregamento estático
A solução da equação diferencial usando o MVF implica na solução de um sistema linear
obtido com a discretização e integração da equação em cada um dos volumes discretizados,
além das condições de contorno escolhidas para o problema. A discretização e integração foram
mostradas anteriormente, e a equação linear obtida para cada um dos volumes tem a forma
apresentada pela equação abaixo, que representa a soma dos termos I, II e III da equação 5.20:
Θ𝑃 (𝐶2𝑃 ) + Θ𝐸 (−𝐶2𝐸) + Θ𝑊 (−𝐶2𝑊 ) + Θ𝑃 (𝐶3𝑃 ) + Θ𝑁 (−𝐶3𝑁) + Θ𝑆 (−𝐶3𝑆) =
= Θ𝑃 (𝐶1𝑃ℎ𝑃 ) + Θ𝐸 (−𝐶1𝐸ℎ𝐸) + Θ𝑊 (−𝐶1𝑊ℎ𝑊 ) (5.36)
Assim, pode ser escrita ainda como:
Θ𝑃𝐶𝑃 = Θ𝐸𝐶𝐸 + Θ𝑊𝐶𝑊 + Θ𝑁𝐶𝑁 + Θ𝑆𝐶𝑆 (5.37)
Onde 𝐶𝑃 = 𝐶2𝑃 + 𝐶3𝑃 − 𝐶1𝑃ℎ𝑃 ; 𝐶𝐸 = 𝐶2𝐸 − 𝐶1𝐸ℎ𝐸; 𝐶𝑊 = 𝐶2𝑊 − 𝐶1𝑊ℎ𝑊 ; 𝐶𝑁 =
𝐶3𝑁 ; 𝐶𝑆 = 𝐶3𝑆 .
Essa equação pode ser aplicada a todos os volumes do domínio discretizado e a solução
do sistema linear obtido em conjunto com as condições de contorno escolhidas são capazes
de determinar a distribuição da variável Θ ao longo do mancal e, consequentemente, torna-se
possível determinar a distribuição de pressão para o caso estático. É importante destacar que
além da equação aplicada ao volume, também são necessárias as condições de contorno para
garantir a solução do sistema linear. Para o caso do mancal, considera-se que o valor de Θ nas
bordas do mancal (𝑦 = 0 𝑒 𝑦 = 𝐿) é igual ao valor correspondente à pressão atmosférica, além
da condição de circularidade do mancal.
Solução para carregamento dinâmico
Como discutido anteriormente, existem duas possibilidades de solução para o carrega-
mento dinâmico, uma levando a formulação explícita e outra levando a formulação implícita.
Tal fato modifica quais grandezas serão utilizadas, uma vez que a formulação explícita utiliza
somente informações de passos anteriores para sua solução enquanto a formulação implícita
utiliza informações dos passos atual e anteriores para sua solução.
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A utilização da abordagem explícita é recorrente em simulações que levam em considera-
ção somente a análise do mancal. O interesse nesse tipo de abordagem está no fato de possuir um
processamento mais rápido, uma vez que não depende de um processo iterativo para a conver-
gência da solução. Para casos mais complexos, a abordagem implícita se faz necessária. Embora
possua um tempo de processamento maior, a abordagem implícita possui elevada robustez e se
adequa bem à solução de problemas não lineares.
Iniciando pela formulação explícita, tem-se que a soma dos termos da equação 5.20 já
integrados nos respectivos volumes é escrito como:
−∆𝑥∆𝑦
Ω
[︂
ℎ𝑃
Θ𝑡+Δ𝑡𝑃 −Θ𝑡
∆𝑡
+ Θ𝑡𝑃 (?˙?𝑥 cos 𝜃 + ?˙?𝑦 𝑠𝑒𝑛𝜃)
]︂
+ Θ𝑡𝑃𝐶𝑃 =
= Θ𝑡𝐸𝐶𝐸 + Θ
𝑡
𝑊𝐶𝑊 + Θ
𝑡
𝑁𝐶𝑁 + Θ
𝑡
𝑆𝐶𝑆
É importante ressaltar que a análise para os termos I, II e III da equação 5.20 é igual
tanto para o caso estático quanto para o caso dinâmico, justificando assim a utilização dos
coeficientes 𝐶𝑃 , 𝐶𝐸 , 𝐶𝑊 , 𝐶𝑁 e 𝐶𝑆 . Resolvendo a expressão para Θ𝑡+Δ𝑡, é possível determinar
explicitamente o valor da variável Θ para cada um dos pontos da malha, não sendo necessária
para esse tipo de abordagem, a convergência da solução, uma vez que a variável calculada está
em função somente de dados anteriores já conhecidos.
A expressão para cálculo explícito do termo Θ𝑡+Δ𝑡 pode ser observado na equação 5.38.
Θ𝑡+Δ𝑡𝑃 =−
∆𝑡
ℎ𝑃
[︂
−ℎ𝑃Θ
𝑡
∆𝑡
+ Θ𝑡𝑃 (?˙?𝑥 𝑠𝑒𝑛𝜃 − ?˙?𝑦 cos 𝜃) +
+
Ω
∆𝑥 ∆𝑦
(︀−Θ𝑡𝑃𝐶𝑃 + Θ𝑡𝐸𝐶𝐸 + Θ𝑡𝑊𝐶𝑊 + Θ𝑡𝑁𝐶𝑁 + Θ𝑡𝑆𝐶𝑆)︀]︂ (5.38)
A formulação implícita se desenvolve de forma diferente. Para esse caso, a soma dos
termos da equação 5.20 é escrita como:
−∆𝑥 ∆𝑦
Ω
[︂
ℎ𝑃
Θ𝑡𝑃 −Θ𝑡−Δ𝑡
∆𝑡
+ Θ𝑡𝑃 (?˙?𝑥 𝑠𝑒𝑛𝜃 − ?˙?𝑦 cos 𝜃)
]︂
+ Θ𝑡𝑃𝐶𝑃 =
= Θ𝑡𝐸𝐶𝐸 + Θ
𝑡
𝑊𝐶𝑊 + Θ
𝑡
𝑁𝐶𝑁 + Θ
𝑡
𝑆𝐶𝑆 (5.39)
Pode-se verificar na expressão que todos os termos dependem predominantemente do
passo atual (𝑡), e não determinam o passo futuro (t+∆ t), assim, a solução não é mais explícita,
mas sim implícita e depende de um método iterativo que garanta a convergência da solução,
como observado para o caso estático. Simplificando a expressão de forma a calcular o valor da
variável no ponto de interesse, chega-se na expressão 5.40:
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Θ𝑡𝑃 =
Ω
Δ𝑥 Δ𝑦
(Θ𝑡𝐸𝐶𝐸 + Θ
𝑡
𝑊𝐶𝑊 + Θ
𝑡
𝑁𝐶𝑁 + Θ
𝑡
𝑆𝐶𝑆)− ℎ𝑃Θ
𝑡−Δ𝑡
Δ𝑡
−ℎ𝑃
Δ𝑡
− (?˙?𝑥 𝑠𝑒𝑛𝜃 − ?˙?𝑦 cos 𝜃) + ΩΔ𝑥 Δ𝑦𝐶𝑃
(5.40)
É importante ressaltar que tanto pela formulação explícita quanto implícita, é necessária a
determinação de uma condição inicial, já que ambas formulações dependem do passo anterior.
A solução para carregamento dinâmico permite a determinação da distribuição da variável Θ ao
longo do mancal, permitindo assim a determinação do campo de pressão e forças hidrodinâmi-
cas em função do tempo.
5.3.3 Fluxograma de cálculo das forças hidrodinâmicas
A metodologia para a solução da equação de Reynolds na forma modificada pela variá-
vel adimensional Θ como discutida nas seções anteriores permite o desenvolvimento de um
algoritmo computacional capaz de calcular a distribuição de pressão e forças hidrodinâmicas
atuantes no mancal, a partir de um conjunto de parâmetros de entrada. O fluxograma indicado
na figura 5.3 mostra o algoritmo implementado de forma a calcular as pressões e forças desen-
volvidas no mancal.
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Figura 5.3: Fluxograma do algoritmo para o modelo de cavitação desenvolvido
Inicialmente, um conjunto de dados referentes à geometria do mancal, especificações do
fluido de trabalho e condições de operação do mancal são inseridos no algoritmo como parâ-
metros de entrada. A posição do eixo no mancal (𝑒𝑥, 𝑒𝑦), obtida a partir desses parâmetros, é
utilizada para a determinação da espessura de filme no mancal. Conhecidos os parâmetros de
entrada e a espessura de filme no mancal, torna-se possível iniciar o processo de convergência
da distribuição da variável Θ no mancal.
O processo de convergência de Θ se dá usando as expressões obtidas nas seções anterio-
res para Θ𝑃 . A utilização da expressão para caso estático ou dinâmico é definida pela condição
de operação informada no início do algoritmo. Independentemente de ser caso estático ou dinâ-
mico, a determinação de Θ𝑃 se faz conhecendo as informações dos volumes vizinhos, e nessa
fase do algoritmo torna-se importante verificar se algum dos vizinhos está com o filme de óleo
cavitado ou não, modificando assim a função switch g para cada um dos volumes vizinhos
quando necessário.
O algoritmo prossegue calculando Θ para cada um dos volumes, determinando assim a
sua distribuição no mancal. Por se tratar de um processo iterativo, cada iteração determina uma
nova distribuição, diferente da iteração anterior. O critério de convergência adotado para esse
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problema foi buscar o momento em que a soma dos erros relativos de Θ em relação à iteração
anterior para cada volume fosse muito baixa, ou seja, buscar o momento em que a distribuição
da variável Θ não tivesse mudanças significativas em relação à iteração anterior. Depois de
atendido o critério de convergência, torna-se possível determinar a distribuição de pressão no
mancal assim como as forças hidrodinâmicas nele atuantes.
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6 Modelagem dinâmica de sistemas rotativos
O desenvolvimento de simulações de máquinas no período de concepção do projeto e
acompanhamento de máquinas já em operação tem se tornado cada vez mais relevante para
a indústria. A possibilidade de prever o seu comportamento permite aos projetistas analisar
possíveis falhas do sistema, assim como possibilidade de melhorias, levando à concepção de
projetos mais robustos e menos suscetíveis às modificações no andamento do mesmo. O acom-
panhamento do comportamento de máquinas já em operação também é relevante devido à pos-
sibilidade de programar manutenções preventivas, minimizando assim a ocorrência de paradas
inesperadas, e, até mesmo, acidentes.
O desenvolvimento das simulações se dá com a modelagem matemática do sistema ro-
tativo. O modelo que determina seu comportamento deve contemplar as interações entre os
principais sistemas e subsistemas nele inseridos. Alguns desses sistemas identificados para uma
máquina rotativa são: rotores, mancais hidrodinâmicos, acoplamentos, selos de fluxo e funda-
ção. A modelagem busca incluir o efeito de cada um desses itens no sistema e verificar como
tudo isso interage de forma a obter a resposta do rotor a diferentes condições de operação.
Para esse trabalho, propõe-se o estudo de um sistema rotativo com a presença de elemen-
tos de eixo e disco (que compõem o rotor) e mancais. A figura 6.1 apresenta um sistema típico
com esses elementos apresentados. Nessa configuração, o referencial 𝑋𝑌 𝑍 é o referencial iner-
cial adotado para a análise do problema. O referencial 𝑥𝑦𝑧 é o referencial móvel, determinado
a partir do referencial inercial pela rotação Ω𝑡 no eixo 𝑋 , com Ω sendo a velocidade de rotação
do rotor.
Figura 6.1: Configuração típica de uma máquina rotativa [Nelson e McVaugh (1976)]
Um dos métodos mais utilizado na modelagem de rotores é o Método dos Elementos Fi-
nitos (MEF), responsável por discretizar o domínio global do rotor em um número finito de
elementos, considerados contínuos em seu domínio local. Com os devidos referenciais iden-
tificados na figura 6.1, assim como as devidas simplificações, indicadas por Nelson e Mc-
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Vaugh (1976), faz-se possível iniciar a modelagem matemática desse sistema rotativo. A discre-
tização do sistema leva ao cálculo da energia total do sistema como a soma das energias de cada
um dos elementos discretizados. Os termos de energia de cada elemento 𝑖 se referem à energia
cinética (𝑇𝑖), energia de deformação (𝑈𝑖) e dissipação de energia (𝑅𝑖). A soma das energias de
cada elemento determina a energia estrutural global do sistema.
𝑇 =
𝑁∑︁
𝑖=1
𝑇𝑖 𝑈𝐷 =
𝑁∑︁
𝑖=1
𝑈𝑖 𝑅 =
𝑁∑︁
𝑖=1
𝑅𝑖 (6.1)
Sendo que:
𝑇 = 1
2
{𝑞}𝑇 [𝑀 ] {𝑞}
𝑈 = 1
2
{𝑞}𝑇 [𝐾] {𝑞}
𝑅 = 1
2
{𝑞}𝑇 [𝐶] {𝑞} (6.2)
Onde 𝑞 é o vetor de coordenadas generalizadas do sistema. Conhecidas as parcelas de
energia do sistema, fica possível escrever a equação de Lagrange para a determinação da equa-
ção de movimento do sistema.
𝑑
𝑑𝑡
(︂
𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑖
)︂
− 𝜕𝑇
𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝑈
𝜕𝑞𝑖
+
𝜕𝑅
𝜕𝑞𝑖
= 𝐹𝑖, 𝑐𝑜𝑚 𝑖 = 1,2, ..., 𝑁 (6.3)
Na equação 6.3, 𝑞𝑖 é a i-ésima coordenada generalizada, enquanto 𝐹𝑖 é a força atuando
sobre essa coordenada. Cada coordenada generalizada possui uma equação de movimento, fa-
zendo assim com que o sistema se transforme em um sistema de equações diferenciais, cuja
solução determina o comportamento dinâmico do sistema.
Usando as relações da equação 6.2 na equação 6.3, tem-se que a equação de movimento
do sistema é:
[𝑀𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙] {𝑞}+ ([𝐶𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙]) {𝑞}+ [𝐾𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙] {𝑞} = {𝐹𝑔𝑙𝑜𝑏𝑎𝑙} (6.4)
Um ponto importante a ser destacado é que a equação 6.4 pode ser aplicada a diferentes
sistemas dinâmicos, e se apresenta na forma geral, sem mostrar explicitamente particularidades
como efeito giroscópico, efeitos não-lineares, ou diferentes características de outros sistemas.
Para o caso do rotor, a presença do efeito giroscópico se faz necessária, uma vez que é um efeito
significativo nesse tipo de sistema. Outra particularidade desse trabalho é a presença de efeitos
não-lineares na força de excitação do rotor, característico das forças hidrodinâmicas no mancal.
Tais particularidades do rotor fazem com que a equação de movimento possa ser descrita como:
[𝑀 ] {𝑞 (𝑡)}+ ([𝐶] + Ω [𝐺]) {𝑞 (𝑡)}+ [𝐾] {𝑞 (𝑡)} = {𝐹 (𝑞, 𝑞,𝑡)} (6.5)
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Onde [𝑀 ] , [𝐶] , [𝐺] 𝑒 [𝐾] são as matrizes globais de massa, amortecimento, giroscópica
e rigidez do sistema, respectivamente; {𝐹} é o vetor de excitação, {𝑞} é o vetor de coordenadas
generalizadas e Ω é a sua velocidade angular.
A montagem da equação de movimento se dá construindo as matrizes globais do rotor.
Essas matrizes devem ser capazes de indicar a distribuição de massa, rigidez, efeito giroscó-
pico e amortecimento ao longo do rotor, incluindo os efeitos combinados de cada elemento do
domínio discretizado. É importante ressaltar que cada tipo de componente tem as suas próprias
matrizes características, obtidas pelas funções de interpolação referente aos seus graus de liber-
dade. No trabalho de Nelson e McVaugh (1976) é possível verificar a construção das matrizes
do elemento de eixo e matrizes do elemento de disco.
A contribuição dos mancais no comportamento dinâmico do rotor, muitas vezes é feita a
partir da linearização dos efeitos em torno da posição de equilíbrio do eixo no mancal a cada
rotação, sendo expressos no equacionamento por meio das matrizes do elemento de mancal.
No presente trabalho, serão utilizadas as matrizes dos elementos de eixo e disco, entretanto, os
efeitos do mancal no sistema serão incluídos a partir do cálculo das forças hidrodinâmicas nele
desenvolvidas. A utilização das forças hidrodinâmicas ao invés das matrizes do mancal permite
a inclusão dos efeitos não-lineares do sistema, fato esse pertinente à análise a ser desenvolvida.
Com a determinação das matrizes dos elementos de eixo e disco, torna-se possível realizar
a montagem da matriz global do sistema. A construção se faz a partir da sobreposição das
matrizes, ou seja, a soma das matrizes nos respectivos graus de liberdade da matriz global.
Isso se dá, pois, a dimensão da matriz de cada elemento não corresponde à dimensão da matriz
global, uma vez que a matriz do elemento corresponde aos graus de liberdade do elemento,
enquanto a matriz global engloba todos os graus de liberdade do sistema. A figura 6.2 indica
como a montagem da matriz global é feita a partir da sobreposição.
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Figura 6.2: Esquema de montagem da matriz global (Adaptado de Castro (2007))
A determinação das matrizes globais conclui a primeira parte da equação de movimento.
A segunda parte é a determinação das forças presentes no sistema. Para esse trabalho foi pro-
posta a inclusão dos efeitos da força peso, força de desbalanceamento do eixo e forças hidro-
dinâmicas do mancal. Assim como discutido para a matriz global, a inclusão das forças deve
respeitar os graus de liberdade em que são aplicadas. A força peso pode ser calculada a par-
tir dos parâmetros do sistema e não varia com o tempo. Já as forças de desbalanceamento são
função do tempo e podem ser calculadas a partir da equação 6.6:
{𝐹𝐷} = Ω2𝜂𝜉
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
cos (Ω𝑡 + 𝜙)
𝑠𝑒𝑛 (Ω𝑡 + 𝜙)
0
0
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ (6.6)
Na equação 6.6, 𝜂 é a massa desbalanceada, 𝜉 é a excentricidade de desbalanceamento e
𝜙 é a fase de desbalanceamento.
Por fim, as forças hidrodinâmicas são função da posição e velocidade do rotor, consequen-
temente, função do tempo. O cálculo dessa força é feito a partir da determinação da distribuição
de pressão, discutida anteriormente.
A obtenção da equação de movimento permite avançar no problema com a determina-
ção da resposta do sistema ao longo do tempo. Essa parte da análise deve ser feita a partir de
um integrador numérico, capaz de avaliar as forças em cada instante de tempo e buscar quais
as posições, velocidades e acelerações nodais que levam à solução da equação de movimento.
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Existem diversos tipos de integradores numéricos, cada qual indicado para certo grupo de pro-
blemas. Alguns exemplos de integradores numéricos são: Integrador de Euler (Explícito e Im-
plícito), Runge-Kutta e Newmark. Para esse trabalho foi proposta a utilização do integrador de
Newmark, que associado ao algorito de busca de Newton-Raphson, tornam-se adequados para
a solução de problemas não-lineares, retratados nesse trabalho.
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7 Resultados e Discussões
As seções 3 e 4 foram responsáveis por apresentar os aspectos do fenômeno de cavitação
na teoria da lubrificação hidrodinâmica, indicando os principais estudos e modelos desenvolvi-
dos por diferentes pesquisadores para incluir a conservação da massa na análise do mancal. Na
seção 5, foi feito o desenvolvimento da modelagem matemática utilizada nesse trabalho para
a avaliação da influência desse fenômeno na caracterização dinâmica do mancal. A Seção 6
discutiu os aspectos básicos da teoria de dinâmica de rotores, indicando como esse elemento é
descrito pelo MEF, e como o sistema pode ser montado a partir desse método para incluir os
efeitos das forças hidrodinâmicas do mancal.
A presente seção apresenta inicialmente uma comparação numérica do modelo de ca-
vitação desenvolvido nesse trabalho com a literatura, levando em consideração os resultados
obtidos por Elrod (1981) para o caso de um mancal de deslizamento com configuração parabó-
lica. Em seguida, é apresentada a comparação feita entre os modelos de cavitação discutidos na
seção 5.2, buscando avaliar possíveis diferenças entre os modelos sob a condição estática. Na
sequência, um novo modelo baseado na abordagem de Elrod considerando a função de transição
de Nowald é explorado, buscando avaliar os possíveis impactos dessa função de transição no
campo de pressão. Por fim, são apresentados os resultados obtidos para a simulação de mancais
para dois casos distintos: um primeiro caso considerando carregamento estático, e um segundo
caso considerando carregamento dinâmico referente à operação do rotor. O primeiro caso foi
simulado para diferentes geometrias de mancal e fluidos lubrificantes, enquanto o segundo caso
foi simulado para diferentes condições de operação, buscando assim avaliar a influência desses
fatores na resposta do mancal quando submetidos aos modelos de Gümbel (1914) e Vijaya-
raghavan e Keith Jr (1989) (sem conservação da massa e com conservação, respectivamente).
7.1 Comparação numérica da modelagem desenvolvida com a literatura
Os modelos desenvolvidos atualmente envolvendo o fenômeno de cavitação no fluido
lubrificante muitas vezes recorrem aos resultados obtidos por Elrod (1981) para verificar se o
modelo desenvolvido está condizente com os resultados esperados e elaborar suas conclusões
acerca dos novos modelos propostos. Exemplos disso são os trabalhos de Vijayaraghavan e
Keith Jr (1989) e Sahlin et al. (2007), que usaram os resultados de Elrod (1981) para analisar
os modelos por eles desenvolvidos.
O resultado discutido por Elrod (1981) em seu trabalho foi referente à distribuição de
pressão em um mancal de deslizamento de configuração parabólica, como mostrado na figura
7.1. O problema simulado trata-se de um problema unidimensional estático, que considera so-
mente o fluxo na direção 𝑋 , se diferenciando assim do tipo de problema tratado nesse trabalho.
Entretanto, por se tratar de uma simulação usual entre os modelos de cavitação, optou-se por
também realizá-la de forma a validar o modelo aqui desenvolvido.
66
Figura 7.1: Esquema de mancal usado na simulação (Adaptado de Vijayaraghavan e
Keith Jr (1989))
A geometria do mancal de deslizamento assim como as propriedades do fluido lubrifi-
cante usado na simulação estão apresentados na tabela 7.1. As condições de contornos para
o problema foram assumidas como fluido completo na entrada do mancal com Θ = 1,0001,
enquanto que na saída assumiu como no limite para a cavitação, com Θ = 1,0.
Tabela 7.1: Condições de operação e geometria do mancal de deslizamento
Parâmetro Valor Unidade
Distância 7,62× 10−2 m
Mínima espessura de filme 2,54× 10−5 m
Máxima espessura de filme 5,08× 10−5 m
Velocidade na Superfície 4,57 m/s
Viscosidade 0,039 Pa.s
Módulo volumétrico 6,9× 107 Pa
Pressão de Cavitação 1× 105 Pa
As equações obtidas com o desenvolvimento da equação 5.13 tiveram de ser simplificadas
de forma a atender o problema usado para essa validação. Como o desenvolvimento foi feito
considerando um fluxo bidimensional do fluido, os termos referentes às fronteiras e volumes
Norte e Sul do problema foram negligenciados, fazendo com que a expressão 5.37 antes desen-
volvida para o caso bidimensional seja simplificada para a expressão 7.1 condizente para o caso
unidimensional.
Θ𝑃𝐶𝑃 = Θ𝐸𝐶𝐸 + Θ𝑊𝐶𝑊 (7.1)
O algoritmo desenvolvido para realizar a validação do modelo foi escrito em linguagem
Fortran®, enquanto os resultados da simulação foram mostrados de forma gráfica com o au-
xílio do Matlab. A malha utilizada para simulação foi igual à malha indicada no trabalho de
Elrod (1981), ou seja, foram utilizados 20 volumes para descrever a distribuição de pressão
para as condições apresentadas.
O algoritmo desenvolvido é capaz de indicar a distribuição do parâmetro Θ ao longo do
mancal, assim como a distribuição de pressão no mesmo. A figura 7.2b indica a distribuição
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de Θ obtido com a simulação do modelo desenvolvido nesse trabalho, enquanto a figura 7.2a
indica a distribuição de pressão equivalente.
(a) Distribuição de pressão
(b) Distribuição do parâmetro Θ
Figura 7.2: Resultados obtidos com a simulação do modelo: (a) Distribuição de pressão; (b)
Distribuição do parâmetro Θ
O resultado dessa simulação permitiu sua comparação com os resultados obtidos por El-
rod (1981). A figura 7.3 indica o resultado dessa comparação para a distribuição de pressão
(figura 7.3a) e a variável Θ (figura 7.3b).
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(a) Distribuição de pressão
(b) Distribuição do parâmetro Θ
Figura 7.3: Comparação dos resultados obtidos pelo modelo implementado e por Elrod (1981):
(a) Distribuição de pressão; (b) Distribuição do parâmetro Θ
Analisando primeiramente a distribuição de pressão é possível perceber que o algoritmo
desenvolvido é satisfatório e atingiu o objetivo proposto, uma vez que todos os pontos obtidos
na simulação estão próximos dos pontos obtidos por Elrod (1981). Analisando agora a figura
7.3b é possível observar que os resultados obtidos para a simulação na região de filme completo
(Θ ≥ 1) são satisfatórios e muito próximos aos obtidos por Elrod. A única observação se refere
aos pontos próximos à região de ruptura e reconstrução do filme, já que é possível notar uma
diferença nos mesmos.
Depois de vários testes, modificando a malha e tolerâncias envolvendo a convergência da
distribuição do parâmetro Θ, foi possível observar que a região próxima à ruptura e reconstrução
do filme lubrificante pode variar com a combinação de malha e tolerância adotados, justificando
a diferença observada na figura 7.3b. Entretanto, tal variação não se apresenta de forma signi-
ficativa na distribuição de pressão, uma vez que a região de valores de Θ ≤ 1 aparecem na
pressão como valores constantes e iguais ao valor da pressão de cavitação.
A figura 7.4 mostra as diferenças na distribuição do parâmetro Θ ao longo do mancal
para diferentes valores de malha adotados. É importante observar que a medida que a malha
aumenta, a solução obtida se aproxima mais dos resultados obtidos por Elrod, mostrando assim
que a escolha do tamanho da malha deve ser um item de atenção no momento da simulação.
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Figura 7.4: Resultados obtidos pelo modelo implementado com diferentes tamanhos de malha
O algoritmo proposto para validação mostrou que a utilização do método dos volumes
finitos como metodologia de solução da equação de Reynolds modificada pela variável Θ é sa-
tisfatória e atende aos objetivos propostos. Embora tenha sido possível verificar diferenças no
parâmetro Θ, tal questão não reflete mudanças significativas na distribuição de pressão, garan-
tindo assim que as forças hidrodinâmicas calculadas são as corretas para o problema envolvendo
o fenômeno de cavitação.
7.2 Comparação entre modelos de cavitação
A presença de diferentes abordagens para inclusão da conservação da massa no mancal
disponíveis na literatura levanta o questionamento de qual deles pode ser o mais confiável,
ou ainda, qual tem melhor comportamento em certas condições de operação. Diante disso, foi
proposta a comparação de diferentes tipos de modelos presentes na literatura, modelos esses
apresentados na seção 5.2. Para realizar a comparação desses modelos, optou-se por simular os
mancais em quatro condições diferentes de operação:
∘ Baixa carga e baixa velocidade de rotação
∘ Baixa carga e alta velocidade rotação
∘ Alta carga e baixa velocidade de rotação
∘ Alta carga e alta velocidade de rotação
O objetivo dessas simulações é verificar o comportamento da distribuição de pressão para
cada um dos modelos submetidos a essas diferentes condições de operação e avaliar qual de-
las possui o melhor comportamento, e quais condições podem levar a possíveis desvios nos
resultados. Os modelos usados para a comparação foram:
∘ Modelo de Reynolds
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∘ Modelo de Elrod (1981)
∘ Modelo de Ausas et al. (2009)
∘ Modelo de Nowald et al. (2016)
∘ Modelo de Elrod com função de transição proposta por Nowald
A tabela 7.2 apresenta a geometria do mancal, propriedades do fluido lubrificante e condi-
ções de operação utilizadas para a simulação, definidos pela posição (Razão de excentricidade
e ângulo de atitude) e velocidade de rotação.
Tabela 7.2: Dados operacionais e geométricos utilizados para a comparação dos modelos de
cavitação aplicados à simulação do mancal
Parâmetros e Unidades Símbolo Condição 1 Condição 2 Condição 3 Condição 4
Velocidade de Rotação [rpm] Ω 600 10000 600 10000
Razão de excentricidade 𝜖 0,2 0,8
Diâmetro do Mancal [mm] D 30
Comprimento Axial [mm] L 20
Folga Radial [𝜇𝑚] 𝐶𝑟 90
Viscosidade Absoluta [Pa.s] 𝜇 0,05
Módulo Volumétrico [GPa] 𝛽 1,8
Pressão de cavitação [Pa] 𝑃𝑐𝑎𝑣 0,8.105
Um comentário acerca dos valores utilizados para essa simulação se refere ao ângulo de
atitude e à pressão de cavitação. O ângulo de atitude escolhido foi 45∘. Já o valor de pressão de
cavitação não condiz com o observado nos filmes lubrificantes, uma vez que esses não conse-
guem suportar elevadas pressões abaixo da pressão atmosférica. A escolha desse valor se deu
para tentar evidenciar um pouco mais a região de transição entre a região de filme completo e a
região cavitada.
Os resultados obtidos para essa comparação podem ser vistos na figura 7.5. Nela pode-se
observar a distribuição de pressão obtida para as quatro condições descritas na tabela 7.2.
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(a) Baixa carga e baixa velocidade (b) Baixa carga e alta velocidade
(c) Alta carga e baixa velocidade (d) Alta carga e alta velocidade
Figura 7.5: Resultados obtidos para a comparação dos modelos de cavitação: (a)Condição 1; (b)
Condição 2; (c) Condição 3; (d) Condição 4
A comparação dos modelos tem como base a resposta obtida pelo modelo de Reynolds. A
busca da concordância com esse modelo se dá pelos resultados obtidos por Santos (1995), que
mostrou em seu trabalho que a inclusão da conservação da massa no modelo do mancal para a
condição estática não leva a grandes mudanças na resposta do mancal.
Os gráficos obtidos apresentam resultados relevantes a respeito do comportamento de
cada modelo. Observando inicialmente a figura 7.5a, referente à baixa carga com baixa veloci-
dade de rotação, é possível observar que o resultado obtido é muito semelhante para todos os
casos, com maior diferença observada para o modelo de Nowald, justificado pela função de tran-
sição que muda o comportamento da pressão para valores menores que a pressão atmosférica.
Outro detalhe acerca desse resultado se deu para o modelo de Elrod com a função de transição,
em que pode-se observar um distanciamento dos resultados para a região de reconstrução do
filme lubrificante.
Observando a figura 7.5b, que representa a condição de baixa carga com elevada ve-
locidade de rotação, é possível observar que todos os modelos apresentaram comportamento
semelhante, com mesma posição e amplitude do pico de pressão. O único modelo que apresen-
tou certa discrepância foi o modelo de Nowald et al. (2016), no qual é possível verificar que a
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região de cavitação foi maior, adiando assim o início do campo de pressão.
Observando agora as figuras 7.5c e 7.5d é possível verificar que para essas condições,
todos os modelos levaram ao mesmo resultado, não havendo diferenças significativas em ne-
nhuma região do campo de pressão.
Os resultados obtidos nessa simulação mostraram assim que os modelos de cavitação
apresentados na literatura tem grande concordância entre si para o caso estático, sendo o modelo
de Nowald et al. (2016) o que apresenta as maiores discrepâncias para condições de operação
específicas do mancal.
A determinação de qual desses modelos é o mais robusto e confiável, a partir da compa-
ração entre eles pelas distribuições de pressão é dificultada pelo fato de não existirem muitos
resultados experimentais na literatura. Um resultado experimental seria capaz de indicar qual
dos modelos é mais concordante com a física do problema, levando facilmente à determinação
de qual deles é o mais robusto e confiável para diferentes condições de operação do mancal. Sem
esses resultados, essa determinação se torna mais difícil, e deve ser embasada em resultados de
outros autores.
7.3 Avaliação da influência da função de transição no modelo de Vijayaragha-
van e Keith Jr (1989)
Acerca da função de transição, um ponto relevante sobre esse modelo é o formato da fun-
ção de transição, uma vez que a transição entre a condição de pressão atmosférica e condição
de filme cavitado pode ocorrer de diferentes formas. A escolha da função de transição é sub-
jetiva, não existem estudos que apontam como essa transição ocorre. Tal fato fez com que o
estudo da função de transição fosse relevante, para buscar as influências da função de transição
na distribuição de pressão, e com isso avaliar a importância da sua escolha na análise.
Para a avaliação da influência da função de transição na distribuição de pressão no man-
cal, foram escolhidas três condições de operação diferentes, sendo elas baixa velocidade de
rotação (500 rpm), média (5000 rpm) e alta velocidade de rotação (15000 rpm), todas na posi-
ção definida pela razão de excentricidade 𝜖 = 0,5 e ângulo de atitude de 45∘. As propriedades
do mancal e do óleo lubrificante são as mesmas indicadas na tabela 7.2. As funções escolhidas
para a análise foram a função rampa, função senoidal e função exponencial, mostradas na figura
7.6, e os resultados podem ser observados na figura 7.7.
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(a) Rampa (b) Senoidal (c) Exponencial
Figura 7.6: Funções escolhidas como função de transição: (a) Rampa; (b) senoidal; (c) Expo-
nencial
(a) 500 rpm (b) 5000 rpm
(c) 15000 rpm
Figura 7.7: Resultados obtidos para a comparação dos modelos de cavitação: (a) 500 rpm; (b)
5000 rpm; (c) 15000 rpm
Analisando a figura 7.7 é possível verificar que não existem diferenças significativas entre
as curvas devido somente à modificação na função de transição. A figura 7.7a mostra uma
pequena diferença logo antes do início da região de cavitação, entretanto, a diferença não é
significativa.
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A possível causa dessa concordância nos resultados está relacionada à pequena faixa em
que a função de transição se mostra presente na análise. É importante ressaltar que a pressão
de cavitação usada na análise não condiz com os valores reais, assim, para uma situação real, a
influência da função de transição deve ser ainda menor, devido sua maior proximidade com a
pressão atmosférica.
7.4 Análise para carregamento estático
A simulação da condição de carregamento estático é uma análise de grande importân-
cia para a avaliação e caracterização de mancais hidrodinâmicos. Esse tipo de carregamento
não existe de forma prática no funcionamento de máquinas rotativas, já que essas apresentam
comportamento vibratório induzidos por desbalanceamento de massa presente no sistema. En-
tretanto, simulações com esse tipo de carregamento em mancais são responsáveis por indicar a
posição do centro da órbita de vibração do eixo para cada condição de operação, assim como
a capacidade de carga do mancal, características essas relevantes para a análise desse compo-
nente.
A análise para carregamento estático é realizada a partir do lócus do centro do eixo, que
indica a posição de equilíbrio assumida pelo eixo no interior do mancal na medida que a velo-
cidade de rotação do rotor aumenta. Essa avaliação se faz buscando o ponto em que a soma das
forças atuantes no eixo é igual a zero, ou seja, o ponto em que as forças hidrodinâmicas desen-
volvidas no mancal igualam as forças externas. Como as forças hidrodinâmicas são altamente
não-lineares e dependentes das condições de operação do rotor, cada velocidade de rotação uti-
lizada na simulação resultará em um ponto de equilíbrio diferente, descrevendo assim o lócus.
A figura 7.8 mostra um esquema do lócus, onde pode-se observar o carregamento W e as forças
hidrodinâmicas 𝐹𝑥 e 𝐹𝑦 responsáveis por determinar o ponto de equilíbrio destacado na figura
para uma rotação Ω.
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Figura 7.8: Esquema do lócus de um mancal (Adaptado de Pedreira (2006))
Para mancais hidrodinâmicos montados em rotores, o carregamento estático considerado
na análise é referente ao peso do rotor. Mancais hidrodinâmicos, nesse tipo de sistema, são os
responsáveis pela sustentação do peso do eixo e discos nele inseridos, assim, busca-se o lugar
geométrico em que as forças hidrodinâmicas desenvolvidas no mancal são capazes de sustentar
essa carga.
Para esse trabalho, a determinação do lócus do rotor teve como principal objetivo verificar
se a conservação da massa no modelo do mancal altera de alguma forma o comportamento do
mancal para carregamento estático. Para isso, foi proposta a simulação do mancal considerando
os dois diferentes modelos de lubrificação (Gümbel (1914) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989))
para diferentes geometrias de mancal e diferentes fluidos lubrificantes. A verificação foi feita
levando em consideração cinco testes, sendo três referentes à modificação na geometria do
mancal e dois referentes à mudança no fluido lubrificante.
A determinação do lócus, para cada um dos testes, se fez buscando a faixa de rotações em
que o mancal teria posição de equilíbrio condizente com as condições de operação indicadas
para o bom funcionamento do rotor. Essa faixa leva em consideração o lugar geométrico do
eixo, que não deve estar muito próximo da parede (elevados valores de excentricidade), nem
operando muito próximo do centro do mancal (baixos valores de excentricidade). Para isso,
estipulou-se que as rotações deveriam levar a uma posição de equilíbrio com valores de razão de
excentricidade
(︁
𝜖 = 𝑒
𝐶𝑟
)︁
entre 0,2 e 0,8. A tabela 7.3 apresenta os dados utilizados na simulação
do mancal considerando diferentes geometrias.
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Tabela 7.3: Dados operacionais e geométricos utilizados para a avaliação da influência da geo-
metria do mancal no lócus com diferentes modelos de lubrificação
Parâmetros e Unidades Símbolo L/D = 0,5 L/D = 1,0 L/D = 1,5
Diâmetro do Mancal [mm] d 30
Comprimento Axial [mm] l 15 30 45
Folga Radial [𝜇𝑚] 𝐶𝑟 90
Viscosidade Absoluta [Pa.s] 𝜇 0,05
Módulo Volumétrico [GPa] 𝛽 1,8
Carga [N] W 30
Pressão de cavitação [kPa] 𝑃𝑐𝑎𝑣 1× 105
A figura 7.9 apresenta os resultados obtidos para os três testes descritos na tabela 7.3. A
faixa de velocidades de rotação utilizada para a primeira geometria (figura 7.9a) foi de 300 rpm
até 6000 rpm. Já para a segunda geometria (figura 7.9b), foi utilizada a faixa de 60 rpm até 1000
rpm. Por fim, a geometria 3 (figura 7.9c) utilizou a faixa de 30 rpm até 400 rpm. A mudança nas
faixas de rotação utilizadas nas simulações indica a mudança na capacidade de carga para cada
geometria de mancal utilizada em cada teste, que tende a aumentar conforme o comprimento
axial do mancal aumenta.
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(a) Geometria 1 (b) Geometria 2
(c) Geometria 3
Figura 7.9: Resultados obtidos para a determinação do lócus considerando 2 diferentes modelos
de lubrificação: (a) 𝐿
𝐷
= 0,5 ; (b) 𝐿
𝐷
= 1,0; (c) 𝐿
𝐷
= 1,5
Os resultados apresentados na figura 7.9 mostraram que não há mudanças significativas no
lócus quando modificado o modelo de lubrificação usado na simulação. As figuras 7.9a e 7.9b
indicaram que as curvas são muito coincidentes, sendo possível observar pequenas mudanças
somente para baixas excentricidades. A figura 7.9c apresentou resultados mais distintos entre
a curva sem o modelo de cavitação e com o modelo de cavitação, entretanto, os resultados
ainda continuam próximos, levando à conclusão de que a inclusão do fenômeno de cavitação
não altera de forma significativa o lócus do eixo no mancal, quando avaliada a mudança na
geometria do mesmo. Assim, a mudança no modelo de lubrificação, usando agora o modelo
de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989), não altera significativamente a posição de equilíbrio do
mancal nem a capacidade de carga.
O segundo parâmetro utilizado para a avaliação do comportamento do mancal sujeito a
carregamento estático foi a mudança do fluido lubrificante. Essa mudança implica em valores
de viscosidade e módulo volumétricos diferentes para os dois fluidos, possibilitando assim ve-
rificar se esses parâmetros influenciam na resposta do mancal quando modificados os modelos
de lubrificação. Para esse teste, foi proposta a utilização de dois fluidos lubrificantes: o óleo
ISO VG 32 e o óleo SAE 30. As propriedades e condições de operação usadas no teste estão
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apresentadas na tabela 7.4.
Tabela 7.4: Dados operacionais e geométricos utilizados para a avaliação da influência do tipo
de lubrificante no lócus com diferentes modelos de lubrificação
Parâmetros e Unidades Símbolo ISO VG 32 SAE 30
Diâmetro do Mancal [mm] d 30
Comprimento Axial [mm] l 20
Folga Radial [𝜇𝑚] 𝐶𝑟 90
Viscosidade Absoluta [Pa.s] 𝜇 0,05 0,31
Módulo Volumétrico [GPa] 𝛽 1,8 1,5
Carga [N] W 30
Pressão de cavitação [Pa] 𝑃𝑐𝑎𝑣 1× 105
Assim como realizado com o teste variando a geometria, buscou-se a faixa de velocidades
de rotação que garanta a razão de excentricidade 0,2 < 𝜖 < 0,8. Para o óleo ISO VG 32, a faixa
utilizada foi de 150 rpm até 2500 rpm. Já para o teste com o óleo SAE 30, foi utilizada a faixa
de 20 rpm a 400 rpm. Os resultados obtidos podem ser vistos na figura 7.10.
(a) Teste ISO VG 32 (b) Teste SAE 30
Figura 7.10: Resultados obtidos para a determinação do lócus variando o tipo de lubrificante do
mancal com 2 diferentes modelos de lubrificação: (a) Teste ISO VG 32; (b) Teste SAE 30
Assim como observado anteriormente para os testes usando diferentes tipos de geometria
de mancal, a mudança do modelo de lubrificação usado na análise para diferentes tipos de flui-
dos lubrificantes não implica em grandes modificações no lócus. Os testes com a geometria de
mancal e tipos de lubrificantes mostraram que a análise do comportamento do mancal sujeito a
carregamento estático não tem grandes mudanças quando considerada c conservação da massa
no modelo. Os resultados obtidos mostraram que as curvas do lócus são muito coincidentes,
indicando assim que, independentemente da configuração utilizada para a simulação do mancal
sujeito a carregamento estático, a posição de equilíbrio e capacidade de carga do mancal pra-
ticamente não se alteram quando modificado o modelo de lubrificação usado na análise. Tais
conclusões também foram obtidas por Santos (1995), que realizou a análise para carregamento
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constante considerando quatro diferentes modelos de lubrificação e constatou que a posição de
equilíbrio obtida para cada um deles não era alterada de forma significativa.
A análise das figuras 7.9 e 7.10 mostrou que para o caso de carregamento estático, a utili-
zação do modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) e Gümbel (1914) não implica em grandes
mudanças nas respostas. A análise do lócus, assim como a distribuição de pressão obtida na
comparação entre os modelos de cavitação, mostraram que os resultados usando o modelo de
lubrificação de Gümbel (1914) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) são muito similares, não
acarretando em mudanças significativas para a análise. É importante ressaltar que tais conclu-
sões valem para o caso de carregamento estático, em que as forças atuantes no mancal, assim
como as demais propriedades não variam com o tempo. O caso de carregamento dinâmico será
discutido na próxima seção.
7.5 Análise para carregamento dinâmico
Outro tipo de análise de grande relevância para a avaliação e caracterização de mancais hi-
drodinâmicos são as simulações desse componente sujeito a carregamento dinâmico. Esse tipo
de carregamento indica que as forças atuantes nos mancais variam ao longo do tempo, caracte-
rística essa observadas em sistemas rotativos. A avaliação do comportamento dos mancais sob
esse tipo de carregamento pode ser realizada por diferentes métodos, buscando diferentes tipos
de resultados, como distribuição de pressão e forças hidrodinâmicas ou coeficientes equivalen-
tes de rigidez e amortecimento do mancal. Nesse trabalho, propôs-se avaliar o comportamento
dinâmico do mancal de forma indireta, uma vez que a análise foi feita usando a resposta do sis-
tema rotativo ao longo do tempo. Essa resposta leva em consideração as forças hidrodinâmicas
desenvolvidas no mancal, assim, usando esse tipo de análise , torna-se possível avaliar também
o comportamento do mancal.
A obtenção da resposta de um sistema rotativo por meio de simulações computacionais
se faz resolvendo sua equação de movimento. Como discutido na seção 6, a determinação da
equação de movimento nesse trabalho é realizada por meio do MEF, responsável por discretizar
o domínio em diversos elementos e com isso determinar as matrizes globais que constituem o
sistema de equações diferenciais que governam o comportamento dinâmico do sistema. A mon-
tagem da equação de movimento leva também em consideração as forças atuantes no sistema,
a saber, as forças de desbalanceamento, força peso e forças hidrodinâmicas desenvolvidas no
mancal. Usando um integrador numérico para resolver o problema ao longo do tempo, é pos-
sível determinar a resposta temporal do sistema rotativo. O objetivo principal dessa análise é
avaliar a resposta do sistema usando os dois diferentes modelos de lubrificação, verificando
assim se a inclusão da conservação de massa no modelo levaria a mudanças significativas no
comportamento dinâmico do rotor. Todas as simulações levam em consideração as mesmas
considerações, condições iniciais de pressão, posição e velocidade, sendo diferente somente o
cálculo das forças hidrodinâmicas, de forma a atingir o objetivo proposto.
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Para avaliar a influência da conservação da massa no comportamento dinâmico do sis-
tema rotativo, foram propostas simulações computacionais para explorar diferentes condições
operacionais do rotor. As condições operacionais propostas para as análises neste trabalho são:
posição de equilíbrio do eixo no mancal, nível de desbalanceamento do rotor, nível de assi-
metria do rotor e diferentes velocidades de rotação. Além dessas simulações que consideram
uma velocidade de rotação constante no rotor, também foi feita uma análise de run-up do rotor,
que considera a variação na velocidade de rotação por meio de uma aceleração constante. A
partir dessas simulações é possível identificar as condições de operação nas quais a inclusão da
conservação da massa no modelo se torna relevante para a análise.
O modelo de rotor utilizado para as simulações é o apresentado na figura 7.11. Este mo-
delo consiste em um rotor simétrico com um disco, suportado por dois mancais hidrodinâmicos
em suas extremidades. O material escolhido para eixo e disco é o aço, cujas propriedades são
módulo de Young 𝐸 = 200 𝐺𝑃𝑎, densidade 𝜌 = 7850 𝑘𝑔/𝑚3 e coeficiente de Poisson 𝜈 = 0.3.
A força de desbalanceamento aplicada no nó do disco considera um momento de desbalancea-
mento (𝜂.𝜉) igual a 62,9× 10−6𝑘𝑔.𝑚. As propriedades dos mancais hidrodinâmicos podem ser
vistas na tabela 7.5.
Figura 7.11: Esquema do rotor (em mm)
Tabela 7.5: Propriedades do mancal e fluido lubrificante usados na simulação numérica
Parâmetros e Unidades Símbolo Valor
Diâmetro [mm] d 31
Comprimento [mm] l 18
Folga radial [𝜇𝑚] 𝐶𝑟 90
Viscosidade absoluta [Pa.s] 𝜇 0,065
Módulo volumétrico [GPa] 𝛽 1,8
Na figura 7.11, os pontos vermelhos indicam os nós usados para construir o modelo por
MEF, sendo um total de 11 nós que identificam os 10 elementos de eixo usados nas simulações.
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A malha computacional utilizada para calcular a distribuição de pressão no mancal foi escolhida
após os testes de convergência, sendo uma malha uniforme definida por 80 volumes para a
direção circunferencial e 40 volumes para a direção axial. O teste de convergência de malha
pode ser observado na figura 7.12 onde são apresentadas as curvas de erro relativo da força
hidrodinâmica em função do número de volumes na direção X (o número de volumes em Y foi
escolhida como metade do número de volumes em X). Também é apresentado nessa figura o
tempo computacional usado para a convergência de cada caso de malha simulado.
Figura 7.12: Teste de convergência de malha
A figura 7.12 justifica a escolha da malha com 80 volumes na direção X e 40 na dire-
ção Y, pois é possível verificar que para essa malha o erro relativo à malha mais refinada já
é baixo. Embora o tempo computacional seja maior para essa malha escolhida, a comparação
entre modelos como apresentada nesse trabalho exige um erro relativo baixo.
É importante destacar que o passo de tempo também foi definido após testes de conver-
gência, sendo utilizado o passo de tempo ∆𝑡 = 10−4 para a simulação com modelo de Güm-
bel (1914) e ∆𝑡 = 10−5 para a simulação com modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989).
7.5.1 Avaliação para diferentes razões de excentricidade
Um sistema rotativo pode operar sob diferentes velocidades de rotação ou sob diferentes
cargas aplicadas. A força desenvolvida pelo mancal hidrodinâmico para sustentação do eixo
depende da posição do eixo dentro do mancal e da sua velocidade de rotação, assim, cada
condição de operação leva a uma posição de equilíbrio do eixo diferente dentro do mancal, na
qual a força desenvolvida pelo mancal é igual à carga aplicada a ele.
A primeira simulação do sistema rotativo visa verificar se a inclusão da conservação da
massa leva a mudanças significativas na resposta dinâmica do rotor quando considerada a po-
sição de equilíbrio do eixo dentro do mancal. Para modificar a posição de equilíbrio do eixo
dentro do mancal, foi proposta a aplicação de forças estáticas nos nós dos mancais e disco para
alterar a carga e com isso mudar a posição de equilíbrio. A tabela 7.6 mostra a carga aplicada
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em cada nó e a posição de equilíbrio do eixo. A posição é descrita pela razão de excentricidade
𝜖, que é calculada como a razão entre a posição do eixo no mancal (𝑒) e sua folga radial (𝐶𝑟),
ou seja, 𝜖 = 𝑒
𝑐𝑟
. A velocidade de rotação usada nesta simulação é de 30 Hz.
Tabela 7.6: Carga aplicada para diferentes posições de equilíbrio do eixo no mancal
30 Hz
Caso A B C D E F G H I
Força aplicada [N] -4,5 3 12,5 25 45 75 140 275 750
𝜖 0,10 0,20 0,30 0,40 0,51 0,60 0,71 0,80 0,90
A análise dos resultados para cada posição de equilíbrio é feita buscando determinar a
órbita de vibração para o modelo de Gümbel (1914) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). A partir
das órbitas, é possível verificar como a inclusão da conservação da massa leva a modificações
nos resultados, como posição, tamanho e forma da órbita, e qual a relação dessa mudança com
a posição de equilíbrio simulada. A figura 7.13 mostra as órbitas obtidas para cada caso, e os
detalhes de cada órbita podem ser vistos na figura 7.14.
Figura 7.13: Órbita do eixo para diferentes posições de equilíbrio
83
(a) Órbita: Caso A (b) Órbita: Caso B (c) Órbita: Caso C
(d) Órbita: Caso D (e) Órbita: Caso E (f) Órbita: Caso F
(g) Órbita: Caso G (h) Órbita: Caso H (i) Órbita: Caso I
Figura 7.14: Vista detalhada da órbita do eixo para diferentes posições de equilíbrio
A figura 7.14 indica que a inclusão da conservação da massa no modelo leva a mudanças
na órbita do eixo, especialmente em relação à sua posição de equilíbrio. No entanto, embora essa
diferença exista, ela não é significativa quando comparada à folga radial do mancal. Os casos G
a I mostram diferenças maiores que os outros casos. No entanto, a órbita de vibração é muito
pequena, sendo assim mais sensível aos erros numéricos devido à convergência da solução. Tal
influência do erro numérico não é pronunciante para os demais casos pois a órbita de vibração
é maior.
Para avaliar a forma e a posição da órbita obtida de cada modelo, optou-se por analisar o
raio máximo, mínimo e médio das órbitas, como indicados na figura 7.15.
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Figura 7.15: Esquema ilustrando o raio máximo, mínimo e médio da órbita
A figura 7.16 mostra a comparação dos raios das órbitas para cada posição no mancal
considerando os dois modelos de lubrificação.
Figura 7.16: Raio máximo, mínimo e médio da órbita para 30Hz
Como pode ser observado na figura 7.16, a inclusão da conservação da massa não leva a
mudanças significativas nos raios mínimo, máximo e médio das órbitas. Embora seja possível
verificar um pequeno desvio para baixas excentricidades, esse desvio não é significativo em
comparação com a folga radial, mostrando assim que a inclusão da conservação da massa não
altera a forma e a amplitude das órbitas.
Essa mesma simulação foi realizada para a velocidade de rotação de 15 Hz, a fim de
verificar se a mudança na velocidade de rotação levaria a alterações nas conclusões. No entanto,
as conclusões obtidas para 15 Hz foram semelhantes às observadas para 30 Hz.
7.5.2 Avaliação para diferentes níveis de desbalanceamento
O desbalanceamento rotativo é um fenômeno intrínseco ao funcionamento de uma má-
quina rotativa. Como o material não é perfeitamente homogêneo, sabe-se que a posição do
centro de massa não é exatamente a calculada no projeto, assim, esse desvio pode levar a forças
harmônicas ocasionadas pelo movimento da massa desbalanceada.
85
A segunda simulação tem como objetivo verificar se a inclusão da conservação da massa
no modelo leva a mudanças significativas no comportamento dinâmico do sistema quando o
nível de desbalanceamento é aumentado, determinando para quais condições a inclusão dessa
conservação é mais relevante. Para realizar esta simulação, três diferentes níveis de desbalan-
ceamento são escolhidos, sendo o caso A (𝜂.𝜉 = 62,9 × 10−6𝑘𝑔.𝑚), caso B (25𝜂.𝜉) e caso
C (50𝜂.𝜉). A simulação destes níveis de desbalanceamento em três diferentes regiões do man-
cal tem por objetivo explorar de forma mais completa este efeito da conservação da massa. As
regiões escolhidas são definidas a partir da posição de equilíbrio do eixo, sendo 𝜖 = 0,2 para
velocidade de rotação de 25 Hz, 𝜖 = 0,5 para velocidade de rotação de 5 Hz e 𝜖 = 0,8 para
velocidade de rotação de 1 Hz . Os resultados obtidos nesta simulação podem ser observados
na figura 7.17.
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(a) Órbita para 𝜖 = 0,2 (b) Órbita para 𝜖 = 0,5
(c) Órbita para 𝜖 = 0,8
Figura 7.17: Órbita do rotor para diferentes níveis de desbalanceamento
Como pode ser observado na figura 7.17, o caso para 𝜖 = 0,8 apresenta a maior diferença
entre os modelos de lubrificação de Gümbel (1914) e Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). No
entanto, este efeito ocorre devido à posição de equilíbrio do eixo dentro do mancal, uma vez
que as altas excentricidades levam a este tipo de desvio. Além disso, é possível observar que a
forma das órbitas é muito semelhante, bem como a sua amplitude. Os casos de 𝜖 = 0,2 (figura
7.17a) e 𝜖 = 0,5 (figura 7.17b) mostram que aumentar o desbalanceamento não leva a mudanças
nas órbitas, mostrando assim que a inclusão da conservação da massa a partir do modelo de
Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) não implica mudanças no comportamento dinâmico do rotor
para diferentes níveis de desbalanceamento.
87
7.5.3 Avaliação para diferentes níveis de assimetria do rotor
Os resultados apresentados anteriormente levaram em conta o comportamento dinâmico
do sistema rotativo simétrico. Como visto na figura 7.11, o disco está localizado exatamente no
centro e suportado por mancais hidrodinâmicos posicionados simetricamente. A influência dos
efeitos giroscópicos nesse tipo de sistema rotativo é muito pequena, pois a simetria do sistema
minimiza esse efeito. A fim de incluir os efeitos giroscópicos e verificar se a conservação da
massa no modelo de cavitação levam a alguma modificação no comportamento dinâmico, a
simulação de um rotor assimétrico foi proposta, conforme o modelo mostrado na figura 7.18.
Figura 7.18: Esquema do rotor assimétrico
Na figura 7.18, 𝑋𝑎 indica a distância entre o centro do eixo e o centro do disco, indicando
assim o quão assimétrico é o sistema rotativo. Quatro simulações são propostas para diferentes
valores de 𝑋𝑎, de forma a avaliar a influência da conservação da massa do modelo do mancal
no rotor assimétrico. Os valores escolhidos são 𝑋𝑎 = 0,0 mm (caso A), 𝑋𝑎 = 72,5 mm (caso
B), 𝑋𝑎 = 145 mm (caso C) e 𝑋𝑎 = 217,5 mm (caso D).
A figura 7.19 indica as órbitas do primeiro e segundo mancais para os casos A a D consi-
derando uma velocidade de rotação de 15Hz. Com a assimetria do rotor, a carga aplicada a cada
mancal torna-se diferente, explicando as diferentes órbitas de cada mancal.
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Figura 7.19: Órbita do rotor para diferentes níveis de assimetria
Na figura 7.19, os subscritos 1 e 2 indicam as órbitas para o primeiro e segundo mancais
respectivamente, enquanto as letras indicam o caso apresentado. Como pode ser verificado na
figura 7.19, o aumento da assimetria do rotor tende a mudar a posição de equilíbrio da órbita
quando considerados os efeitos da conservação da massa. No entanto, essa diferença é baixa
quando comparada à folga radial.
Os resultados numéricos obtidos nesta simulação mostram que a inclusão da conservação
da massa no modelo de cavitação não leva a mudanças no comportamento do rotor para dife-
rentes níveis de assimetria do rotor. O mesmo tipo de simulação foi realizada utilizando uma
velocidade de rotação de 30 Hz para verificar se a mudança na velocidade de rotação levaria
a alterações nas conclusões. No entanto, as conclusões para 30 Hz são semelhantes às obtidas
para 15 Hz.
7.5.4 Avaliação para diferentes velocidades de rotação
O projeto de um sistema rotativo fornece não apenas a configuração dos componentes,
mas também as condições de operação da máquina, o que inclui sua velocidade operacional. A
escolha desta velocidade depende das finalidades para as quais o projeto está sendo formulado,
mas também depende das restrições da máquina, uma vez que ela pode alcançar a condição
de ressonância com o aumento excessivo da amplitude de vibração, ou alcançar a instabilidade
de algum modo de vibrar. A simulação proposta nesta seção tem como objetivo obter as órbi-
tas do rotor para diferentes condições, tais como uma condição de operação normal abaixo da
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velocidade crítica, na velocidade crítica, condição normal acima da velocidade crítica e limiar
de instabilidade. Para complementar a simulação, dois modelos diferentes de rotores são esco-
lhidos: o modelo simétrico e o modelo assimétrico (caso D) apresentados anteriormente neste
trabalho.
As condições de operação escolhidas para as simulações baseiam-se nas condições ope-
racionais críticas do rotor, sendo a velocidade crítica e o limiar de instabilidade do rotor. Estas
condições são obtidas através da análise do diagrama de Campbell e do gráfico do fator de
amortecimento do sistema, conforme apresentado na figura 7.20a e 7.20b respectivamente. É
importante destacar que esses diagramas foram obtidos com auxílio da abordagem por coefi-
cientes lineares do mancal, que permitem a construção da matriz dinâmica do sistema para o
cálculo de seus auto-valores.
(a) Diagrama de Campbell do rotor simétrico (b) Gráfico do fator de amortecimento para o rotor si-
métrico
Figura 7.20: Diagramas utilizados para determinar a velocidade crítica e limiar de instabilidade
De acordo com as figuras 7.20a e 7.20b a velocidade crítica é 𝜔𝑛 = 22,5𝐻𝑧 e o limiar de
instabilidade é 𝜔𝑖𝑛𝑠𝑡 = 43𝐻𝑧.
Assim, as velocidades de rotação escolhidas para a simulação do rotor simétrico são: 10
Hz (condição normal de operação abaixo da velocidade crítica), 22,5 Hz (velocidade crítica),
30 Hz (condição normal acima da velocidade crítica), 43 Hz (limiar de instabilidade) e 45 Hz
(instável). Os resultados podem ser vistos na figura 7.21.
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(a) Órbita 10 Hz (b) Órbita 22.5 Hz
(c) Órbita 30 Hz (d) Órbita 43 Hz
(e) Órbita 45 Hz
Figura 7.21: Órbita do eixo para diferentes velocidades de rotação do rotor simétrico
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Os resultados obtidos para as diferentes velocidades de rotação mostram que existem ca-
sos em que a inclusão da conservação da massa no modelo de cavitação levam a mudanças
significativas no comportamento dinâmico do rotor. De acordo com as figuras 7.21b e 7.21d,
diferenças significativas são observadas quando incluídos os efeitos da conservação da massa.
No caso de velocidade crítica, a amplitude da órbita para o modelo de Gümbel (1914) é maior
que a órbita com o modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). Para o limiar de instabilidade
é possível verificar que enquanto o modelo de Gümbel (1914) já se mostra na condição de
instabilidade, o modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) ainda não atingiu essa condição.
Além disso, é possível observar na figura 7.21e que ambos modelos se tornam instáveis depois
do limiar de instabilidade, entretanto, o modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) é menos
sensível para essa condição. É importante notar que esses resultados mostraram diferenças sig-
nificativas para essas condições especificadas, mas que para as condições normais de operação
a inclusão da conservação da massa no modelo de cavitação não leva a mudanças significativas.
A partir dos resultados obtidos na figura 7.21, é apresentada uma análise das forças hidro-
dinâmicas para identificar os motivos que levam a mudanças no comportamento dinâmico para
os casos de velocidade crítica e limiar de instabilidade. A inclusão da conservação da massa
se refere ao modelo de mancal, assim, a compreensão da diferença observada para esses casos
pode ser feita pela análise das forças no mancal.
As figuras 7.22 e 7.23 mostram uma comparação das forças hidrodinâmicas obti-
das em ambos os modelos de lubrificação (modelos de Gümbel (1914) e Vijayaraghavan e
Keith Jr (1989)), permitindo visualizar o comportamento dessas forças ao longo do tempo e,
consequentemente, identificar suas diferenças.
(a) Comparação da força na direção X (b) Comparação da força na direção Y
Figura 7.22: Comparação entre as forças hidrodinâmicas dos modelos de Gümbel (1914) e
Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) para 22.5 Hz
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(a) Comparação da força na direção X (b) Comparação da força na direção Y
Figura 7.23: Comparação entre as forças hidrodinâmicas dos modelos de Gümbel (1914) e
Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) para 43 Hz
De acordo com as figuras 7.22 e 7.23, ambos os modelos indicam uma boa concordância
nas forças no início do movimento. No entanto, existe um desvio das curvas à medida que
a simulação é realizada, sendo que o modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) tem uma
amplitude menor em comparação com o modelo de Gümbel (1914). Esse comportamento é
coerente, uma vez que as forças hidrodinâmicas inferiores estão relacionadas à menor amplitude
de vibração. Essas diferenças apresentadas nas forças hidrodinâmicas são devidas à diferença no
campo de pressão obtido em cada modelo, indicando que a inclusão de da conservação da massa
no modelo de cavitação pode alterar o campo de pressão obtido para determinadas condições
de operação e, consequentemente, as forças hidrodinâmicas resultantes. Assim, a mudança nas
forças hidrodinâmicas é capaz de afetar o comportamento dinâmico do rotor.
Em relação ao rotor assimétrico, as velocidades de rotação são escolhidas usando o
mesmo procedimento do diagrama de Campbell e do fator de amortecimento. As velocida-
des de rotação usadas para as simulações são determinadas como: 30 Hz (condição de operação
normal abaixo da velocidade crítica), 41 Hz (velocidade crítica), 60 Hz (condição normal acima
da velocidade crítica), 75 Hz (limiar de instabilidade). Os resultados obtidos nestas condições
são apresentados nas figuras 7.24 e 7.25 para o primeiro e segundo mancais, respectivamente.
Como mencionado anteriormente, as órbitas do primeiro mancal são diferentes da órbita do
segundo, uma vez que o rotor é assimétrico e leva a cargas diferentes em cada mancal.
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(a) Órbita 30 Hz (b) Órbita 41 Hz
(c) Órbita 60 Hz (d) Órbita 75 Hz
Figura 7.24: Órbita do eixo no primeiro mancal para diferentes velocidades de rotação do rotor
assimétrico
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(a) Órbita 30 Hz (b) Órbita 41 Hz
(c) Órbita 60 Hz (d) Órbita 75 Hz
Figura 7.25: Órbita do eixo no segundo mancal para diferentes velocidades de rotação do rotor
assimétrico
Segundo as figuras 7.24 e 7.25, há condições em que a inclusão da conservação da massa
no modelo de cavitação leva a mudanças no comportamento dinâmico do rotor. Como se pode
verificar nas figuras 7.24d e 7.25d o modelo de Gümbel (1914) já atingiu a instabilidade, en-
quanto o modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989) ainda não atingiu, como também foi ob-
servado para o rotor simétrico. No entanto, a órbita de vibração apresenta um comportamento
diferente do observado para o caso simétrico, uma vez que sua amplitude varia ao longo do
tempo dentro de um intervalo de amplitude definido.
A diferença observada para a velocidade crítica no rotor assimétrico não é tão significativa
quanto a apresentada no rotor simétrico. Por fim, as condições normais de operação para o
caso assimétrico apresentaram boa concordância, como observado anteriormente para o rotor
simétrico.
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Uma comparação similar para forças hidrodinâmicas foi desenvolvida para o caso do
modelo assimétrico, e como observado anteriormente, a inclusão da conservação da massa no
modelo de cavitação leva a mudanças nas forças hidrodinâmicas, sendo esta mudança capaz de
modificar o comportamento dinâmico do rotor.
Os resultados obtidos para diferentes velocidades de rotação mostram que existem condi-
ções em que a inclusão da conservação de massa no modelo leva a mudanças no comportamento
dinâmico do rotor. Para ambos os casos simulados, o modelo de Gümbel (1914) atinge o limiar
de instabilidade antes do modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). Este resultado mostra
a importância de incluir a conservação da massa para a análise de sistemas rotativos próximos
ao limiar de instabilidade. Em geral, os resultados obtidos em simulações numéricas podem ser
utilizados para a detecção e controle de falhas e, portanto, um resultado mais confiável para este
tipo de análises é obrigatório.
7.5.5 Avaliação para condição de run-up
A última análise realizada nesse trabalho foi acerca da condição de run-up do rotor. Essa
condição é caracterizada pela variação da velocidade de rotação por meio da aceleração angu-
lar do sistema. Neste trabalho não foi considerado o torque imposto ao motor para atingir tal
condição, mas foi considerada uma aceleração angular constante no sistema rotativo, assim, a
aceleração do sistema não é um grau de liberdade, mas sim, uma condição imposta na simu-
lação. Essa condição é importante para a análise do carregamento dinâmico do rotor, uma vez
que a aceleração angular leva a inclusão de novos efeitos na análise.
Essa condição também é muito recorrente no funcionamento real desse tipo de sistema,
uma vez que para atingir uma condição de velocidade constante, o sistema precisa acelerar e
sair do estado de repouso até a velocidade estipulada. Essa aceleração caracteriza a condição
de run-up, e o conhecimento do comportamento do sistema nesse tipo de condição é de grande
relevância para a análise do sistema rotativo, uma vez que por meio dessa análise é possível
observar como o sistema passa pelas velocidades críticas, assim como quando o sistema atinge
a condição de instabilidade.
O objetivo da análise do run-up nesse trabalho é verificar se a inclusão da conservação
da massa no modelo de cavitação é capaz de alterar o comportamento do sistema rotativo nessa
condição, com atenção especial para a passagem pela primeira velocidade crítica e limiar de
instabilidade. Para tanto, foi proposta a simulação do rotor simétrico e assimétrico, já apresen-
tados nas discussões anteriores. O run-up foi dividido em três partes, sendo a primeira e terceira
com aceleração angular nula e velocidade de rotação constante, de forma a permitir o regime
permanente de movimento no início e final da simulação, e a segunda parte, com aceleração an-
gular de 1 Hz/s. Para o rotor simétrico, a primeira parte possui velocidade de rotação de 10 Hz,
aumentando na segunda parte para 60 Hz e permanecendo constante nessa velocidade na ter-
ceira parte. Já para o caso assimétrico, a primeira parte foi simulada com velocidade constante
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de 30 Hz, aumentando até 80 Hz.
Os resultados obtidos no run-up dos dois rotores podem ser visualizados na figura 7.26
e 7.27. As figuras 7.26a e 7.27a apresentam a amplitude de vibração na direção X do mancal,
enquanto as figuras 7.26b e 7.27b apresentam a órbita de vibração do disco na direção X.
(a) Nó do mancal
(b) Nó do disco
Figura 7.26: Resultados obtidos com o run-up do rotor simétrico
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(a) Nó do mancal
(b) Nó do disco
Figura 7.27: Resultados obtidos com o run-up do rotor assimétrico
O primeiro ponto a ser destacado nos resultados observados na figura 7.26 e 7.27 é a
interrupção na simulação dos testes com o modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). Essa
interrupção se deu pela dificuldade de convergência do algoritmo para condições próximas ao li-
miar de instabilidade, ocasionada principalmente pela mudança na equação diferencial proposta
por Elrod, com a alteração do valor da função switch g. Entretanto, mesmo com a interrupção,
é possível analisar pontos importantes nos resultados obtidos.
A partir dos resultados obtidos, tanto para o caso simétrico (figura 7.26), quanto para o
caso assimétrico (figura 7.27), é possível verificar que existe uma grande concordância entre
as amplitudes de vibração, sendo as maiores diferenças observadas na passagem pela veloci-
dade crítica e limiar de instabilidade. Observando a passagem pela primeira velocidade crítica,
caracterizada pelo aumento na amplitude de vibração, é possível verificar que para o caso de
rotor simétrico, a amplitude de vibração é maior para o caso do modelo de Gümbel (1914), e
que o decaimento da amplitude de vibração ocorre mais rapidamente para o modelo de Vijaya-
raghavan e Keith Jr (1989). Tais diferenças não são observadas para o caso assimétrico, visto
que há uma boa concordância nas amplitudes de vibração quando considerado ambos os mode-
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los de lubrificação. Esse comportamento é observado tanto para o nó do mancal quanto para o
nó do disco, indicando que a inclusão da conservação da massa no modelo não altera somente
as regiões próximas ao mancal, mas todo o comportamento dinâmico do rotor, refletido nas
diferenças observadas no nó do disco.
Já para a análise do limiar de instabilidade, é evidente o atraso que ocorre no rotor simé-
trico quando considerado o modelo de lubrificação de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). Essa
condição é evidenciada pelo aumento abrupto na amplitude de vibração, tanto para o nó do
mancal (figura 7.26a) quanto para o nó do disco (figura 7.26b), já que esse aumento acontece
primeiro para o modelo de Gümbel (1914). É importante destacar que o mancal possui um li-
mite de amplitude de vibração, determinado pela folga radial, enquanto o disco não possui tal
limite, assim, justifica-se o aumento gradativo na amplitude de vibração do disco enquanto a
amplitude do mancal fica constante no final da simulação. Já para o rotor assimétrico é possível
verificar que o aumento na amplitude acontece primeiro para o caso com conservação da massa
(modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989)), entretanto, esse aumento é gradual, enquanto o
aumento para o modelo de Gümbel (1914) é mais repentino, chegando ao ponto de ultrapassar
a amplitude de vibração do modelo de Vijayaraghavan e Keith Jr (1989). Diferentemente do re-
sultado observado para o disco do rotor simétrico, o disco do rotor assimétrico não apresentou
um aumento gradativo da amplitude de vibração, indicando pequenas oscilações na amplitude
em torno de um valor constante. Tal fato pode ser explicado pela proximidade do disco em
relação ao mancal, o que pode causar esse limite de crescimento da amplitude de vibração.
Além da análise do movimento na direção X, também foi observado o movimento na dire-
ção Y para o nó do mancal e do disco. Os resultados observados para a direção Y são similares
aos observados para a direção X, tanto para a passagem pela primeira velocidade crítica quanto
para o limiar de instabilidade, além da concordância entre os modelos nas condições normais
de operação.
O desenvolvimento da análise do run-up mostrou que a inclusão da conservação da massa
no modelo de cavitação na análise do mancal é capaz de alterar de forma significativa o compor-
tamento dinâmico do rotor para algumas condições específicas de operação. O conhecimento
dessa diferença no comportamento é relevante para o estudo e operação de máquinas rotativas,
já que a condição de run-up está presente em cada ciclo de acionamento e desligamento da
máquina. Ao ligar o sistema, o eixo acelera até a velocidade de rotação de funcionamento, po-
dendo passar pela velocidade crítica do sistema, mostrando assim a relevância do conhecimento
do comportamento da máquina nessa condição, já que apresenta crescimento expressivo na am-
plitude de vibração. O limiar de instabilidade dificilmente é atingido, entretanto, conhecer como
a inclusão da conservação da massa altera esse fenômeno é essencial para saber se o sistema
rotativo está próximo ou não dessa condição.
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8 Conclusões
Esse trabalho apresenta a implementação de um modelo computacional de lubrificação
hidrodinâmica responsável por incluir os efeitos de cavitação na avaliação do comportamento
dinâmico de sistemas rotativos. Essa implementação possibilitou a simulação de diferentes con-
figurações e condições de operação, que permitiram avaliar a influência da inclusão desse efeito
na análise para os casos de carregamento estático e dinâmico.
O desenvolvimento desse trabalho se deu inicialmente com a implementação do modelo
de lubrificação com efeitos de cavitação proposto por Elrod (1981) e aprimorado por Vijaya-
raghavan e Keith Jr (1989). Os resultados obtidos com a implementação desse modelo foram
comparados com resultados da literatura, de forma a verificar a concordância dos mesmos. Uma
vez realizada a verificação, foi feita a comparação com outros modelos de cavitação presentes
na literatura, visando entender o comportamento de cada modelo em diferentes condições de
operação. Os resultados dessa simulação permitiram concluir que os modelos disponíveis na
literatura apresentam grande concordância, sendo o modelo de Nowald et al., 2016 o que apre-
senta os maiores desvios em relação ao modelo de Reynolds. Além dessa comparação, também
foram realizados testes buscando investigar a influência da função de transição na função switch
g para a distribuição de pressão do mancal, avaliando diferentes tipos de funções em diferentes
condições de operação. A partir dessa simulação foi possível concluir que a mudança na função
de transição não tem efeito significativo sobre a distribuição de pressão, não sendo assim um
ponto relevante para a análise.
Após essas análises preliminares, deu-se início à avaliação do efeito da cavitação no com-
portamento do rotor. Foram realizados testes sob condições de carregamento estático e dinâmico
de forma a avaliar se a inclusão dos efeitos de cavitação altera de alguma maneira o comporta-
mento dinâmico do mancal.
Os testes sob condição de carregamento estático foram realizados avaliando o lócus do
eixo no mancal. Os resultados obtidos apontaram que a inclusão do efeito de cavitação não
altera de forma significativa a resposta em relação ao modelo que não considera esse efeito para
esse tipo de carregamento. Tal análise já havia sido discutida por Santos (1995) em seu trabalho
de doutorado, mostrando assim a concordância nos resultados.
As análises realizadas neste trabalho para a condição de carregamento dinâmico visaram
avaliar os efeitos da cavitação do mancal hidrodinâmico no comportamento dinâmico de sis-
temas rotativos. Por esta razão, várias simulações numéricas foram realizadas para investigar
este fenômeno sob diferentes condições operacionais, levando em consideração a influência da
posição de equilíbrio do eixo, o nível de desbalanceamento do rotor, o nível de assimetria do
rotor, a velocidade de rotação do rotor, assim como a condição de run-Up.
Simulações numéricas para diferentes razões de excentricidade mostraram que à medida
que o eixo se aproxima da superfície do mancal, a posição de equilíbrio da órbita tende a mudar
devido à inclusão dos efeitos de cavitação. No entanto, este desvio não é significativo quando
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comparado com a folga radial.
Em relação aos diferentes níveis de desbalanceamento, os resultados numéricos permi-
tem concluir que a inclusão dos efeitos de cavitação não influencia significativamente o com-
portamento dinâmico do rotor. Analogamente, a avaliação para diferentes níveis de assimetria
do rotor não apresentou mudanças significativas no comportamento dinâmico do rotor quando
considerados os efeitos de cavitação nos mancais.
Contribuições importantes podem ser tomadas em relação às simulações para diferentes
velocidades de rotação do rotor. Como demonstrado através de simulações numéricas, a in-
clusão de efeitos de cavitação leva a uma mudança no limiar de instabilidade, uma vez que
o modelo de Gümbel (1914) atinge a condição instável antes do modelo de Vijayaraghavan e
Keith Jr (1989). Além disso, mudanças significativas também são apresentadas na forma da ór-
bita para a condição de velocidade crítica do rotor simétrico, embora o mesmo fenômeno não
foi evidenciado no rotor assimétrico simulado nesse trabalho.
Para a condição de run-Up do rotor, foi possível verificar diferenças nos resultados nas
regiões próximas à velocidade crítica e limiar de instabilidade. Para o rotor simétrico, essas di-
ferenças são evidentes, com alterações no comportamento próximo à velocidade crítica e atraso
no limiar de instabilidade, tanto para o nó do mancal quanto para o nó do disco. Já para o rotor
assimétrico, não foram observadas diferenças significativas na passagem pela velocidade crítica,
entretanto, foram observadas diferenças no limiar de instabilidade nos dois nós analisados.
Por fim, os resultados obtidos neste trabalho permitem concluir que a inclusão de efeitos
de cavitação nos mancais não afeta significativamente o comportamento dinâmico do rotor em
condições normais de operação. No entanto, desvios significativos são obtidos na resposta do
rotor para o limiar de instabilidade, mostrando que a inclusão dos efeitos de cavitação pode
afetar o comportamento dinâmico de sistemas rotativos sob essa condição. É importante desta-
car que essas conclusões foram obtidas levando em consideração os resultados obtidos para um
mancal cilíndrico liso, assim, conclusões diferentes podem ser obtidas para diferentes tipos de
geometria de mancal, ou mesmo para diferentes tipos de texturizações superficiais do mancal.
Para esses novos casos, novas simulações devem ser realizadas de forma a verificar como a in-
clusão da conservação da massa é capaz de alterar o comportamento dinâmico do rotor. O uso
de mancais cilíndricos lisos é recorrente na indústria, assim, análises numéricas relacionadas ao
monitoramento de condições operacionais, diagnóstico de falhas e controle de tolerância para
rotores com mancais desse tipo devem levar em conta os efeitos de conservação de massa na
região cavitada, a fim de fornecer resultados mais confiáveis e realistas para o diagnóstico da
máquina.
Sugestão para trabalhos futuros
Propõe-se como futuros trabalhos os seguintes passos:
∘ Inclusão de novos efeitos no modelo do mancal, como efeitos térmicos e desgaste, como
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forma de verificar a interação dos novos efeitos com os efeitos da cavitação.
∘ Comparação dos modelos implementados nesse trabalho com modelos de CFD (do inglês
Computational Fluid Dynamics)
∘ Desenvolvimento de uma bancada de testes para validação experimental dos modelos e
resultados obtidos nesse trabalho
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